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内 窜 简 介 


动力 系统 把 丰富 的 物理 内 容 与 近代 数学 的 抽象 方法 有 机 地 结合 在 一 
起 。 是 十 典 力学 的 数学 形式 .本 书 深入浅出 地 对 微分 动力 系统 的 基本 内 容 
进行 了 阐述 * 主 要 研究 微分 同 胚 在 其 不 变 集 上 的 运动 特 狂 及 其 结构 稳定 性 . 
全 书 共 八 章 ,内 容 包 括 ; 结构 稳定 性 与 双 曲 性 .Smale 马蹄 定理 及 结构 稳定 
狂 、Hartman 定理 与 稳定 流 形 定理 、Morse-Smale 同 倒 场 的 结构 稳定 
性 、Markov 分 割 , 公 理 A 的 8 稳定 性 .本 书 采用 的 观点 和 论证 方法 都 尽 可 
能 从 较为 初等 的 角度 来 引导 读者 进入 这 个 领域 。 因 此、 本 书 给 准备 进入 这 
个 数学 领域 从 事 研 究 工 作 的 读者 提供 了 一 本 比较 合适 的 读物 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数 学 专业 研究 生 教材 ， 也 可 供 高 等 学 校 理工 科 专 
业 师 生 及 研究 工作 者 参考 。 
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说 明 


此 丛书 是 以 数学 、 计 算数 学 、 概 率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
年 级 学 生 、 研究 生 、 青 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 。 从 书 特点 是 内 容 新 侨 ， 力 图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 ; 叙述 精练 ， 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课 程 的 
取材 。 我 们 编辑 出 版 此 丛 节 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国 
家 培养 研究 生 的 需要 , 同时 ， 又 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 
级 选修 课程 的 参考 书 , 为 提高 本 科 生 的 教学 质量 贡献 一 份 力 
量 . 

我 们 诚恳 地 希 刻 : 广大 读者 对 于 书目 的 选择 ,内 容 的 取 
材 提出 宝贵 意见 ,作为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 .、 
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序 言 


动力 系统 作为 古典 力学 的 数学 形式 是 一 门 历史 悠久 的 学 科 。 
近 三 十 年 来 ， 由 于 它 的 丰富 的 物理 内 容 与 近代 数学 提供 的 抽象 方 
法 相 结 合 ,出 现 了 群 峰 竞 秀 、 莲 勃发 展 的 局 面 .大 致 说 来 , 它 的 内 容 
有 两 个 部 分 ， 即 保守 动力 系统 与 微分 动力 系统 。 本 书 以 后 者 为 主 
题 ,主要 研究 微分 同 胚 在 其 不 变 集 上 的 运动 特性 及 其 结构 稳定 性 . 

编写 本 书 的 目的 有 二 ,一 是 前 述 微分 动力 系统 的 基本 理论 ;二 
是 为 近年 来 在 自然 科学 界 引起 了 广泛 兴趣 的 率 动 《Chaos ) 现象 提 
供 可 参考 的 数学 模型 。 表 现在 内 容 的 选取 上 包括 谱 分 解 与 9 稳定 
性 ,详细 介绍 Markov 分 害 的 理论 ， 

考虑 到 本 书 的 读者 除数 学 专业 研究 生 之 外 还 有 其 它 自然 科学 
研究 工作 者 ,因此 ,在 编写 本 书 时 我 们 力图 做 到 以 下 两 点 : 《1) 在 
数学 上 论证 是 严格 的 ,基本 自封 ;《2) 深入 浅 出 ,使 具有 一 定数 学 
基础 的 读者 可 以 看 懂 本 书 所 讨论 的 主要 问题 的 眉目 。 

当然 这 些 都 只 是 作者 的 愿望 。 由 于 水 平 有 限 ， 缺 点 错误 一 定 
不 少 , 欢 迎 读者 批评 指正 。 

本 书 初稿 曾 在 北京 大 学 数学 系 研究 生 的 动力 系统 选修 课 上 讲 
授 过 。 原稿 的 一 些 章节 以 许 连 超 、 刘 张 炬 两 同志 在 讨论 班 上 的 讲 
稿 为 基础 ,因此 本 书 现在 能 与 读者 见面 是 与 他 们 的 努力 分 不 开 的 . 


张 锦 类 钱 雍 
1986 年 春 于 北京 大 学 
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第 一 章 基础 知识 


在 本 章 的 $1.1 中 我 们 不 加 证 明 地 叙述 了 古典 常 微分 方程 定 
人 性 理论 的 几 个 基本 定理 ， 这 些 定理 在 以 后 各 章 中 将 直接 或 间接 地 
用 到 . $1.2 中 我 们 在 古典 常 微分 方程 的 基础 上 讨论 R" 与 Ba- 
nach 空间 中 的 线性 系统 、 线 性 向 量 场 与 线性 自 同 构 。$1.3 中 引进 
一 些微 分 动力 系统 中 常用 的 概念 ,为 以 后 各 章 作 准备 ， 


$1.1 古典 常 微分 方程 中 的 一 些 结论 


考虑 系统 
£ = d= f(x), x€EM, (1.1) 
di 


其 中 放 是 紧 流 形 ，f:M 一 TMCM 的 切 从 ) 是 定义 在 M 上 的 C! 向 
量 场 。 

定理 1.1 〈 解 的 局 部 存在 唯一 性 定理 ) 设 M 是 一 个 紧 流 形 
(或 4 维 欧 氏 空间 R"),，UCM，U 是 开 集 ，f:V ->TM 是 C! 映 
射 , 则 对 任意 xo€ VU， 存在 常数 < > 0 与 一 个 唯一 的 解 gxzo) = 
9p(t xz0)，p(* xzo):( 一 cc) 一 避 ， 满 足 微 分 方程 + 二 f(x) 与 
初 条 件 (0，xo) 一 xo。 

定义 ” 称 点 me M 为 系统 (1.1) 的 平衡 点 , 如 果 如 是 向 量 场 
ftx) 的 奇 点 , 即 Km) 一 0. 平衡 点 xo 称 为 是 稳定 的 ,如 果 对 于 zx。 
的 任 一 邻 域 玉 CU 都 存在 nm 的 一 个 邻 域 玉 !CW， 使 得 从 到 ;中 
的 点 出 发 的 解 plz, 4)，4€EWi, 当 zt 之 0 都 有 意义 , 且 p(t,*1) 
EW， 当 1 之 0。 进一步 ,车 能 取 到 WV 还 使 得 当 %EWi 有 
pi) 王 Xo ( 当 1 一 十 0)， 则 称 xo 为 渐 近 稳定 的 ， 

判断 平衡 点 的 稳定 性 有 下 述 Liapunov 定理 


定理 1.2 ” 设 xm 是 系统 (1.1) 的 平衡 点 , 环 是 为 的 邻 域 ，W CC 
1， 若 存在 函数 :WW 一 R 在 上 连续 , 在 WW 一 {ww} 上 可 微 ， 
满足 

(1) V(x) = 0; Vx)>0, YB xréEW— {x}, 

(2) P(X) 委 0， 当 rEWO— {xo}, 
则 zx 是 稳定 乎 衔 点 。 落 函数 了 还 满足 

(3) P(x) 天 0， 当 rEWO— {rx}, 
则 zx 是 渐 近 稳定 的 . 


其 中 六 (5 一 > 2 二 D3 区 (x) (为 是 局 部 坐标 ) 是 


户 数 六 沿 系 统 (1. 1 的 解 曲线 的 导数 ， 了 称 为 Liapunov 函数 ， 

在 R* 上 著 虑 系统 (1.1) 时 ， 解 存在 的 最 大 区 间 不 一 定 是 整个 
实数 轴 , 但 是 在 紧 流 形 M 上 ,有 以 下 定理 : 

定理 1.3 紧 流 形 M 上 系统 (1.1) 的 解 整 体 存 在 , 即 pl1, 2) 对 
一 切 1 ER，x < M 都 有 意义 。 

定义 称 p(:,x*) 为 由 向 量 场 了 导出 的 流 . 

流 在 尽 x M 上 连续 , 且 具 有 性 质 : 

对 Yi, bc 展 ，x6cM， 

(i) pat a *) 一 pn, pn, *)); 

(ii) p(0,x) 一 >。 

特别 ， 在 R* 上 有 以 下 定理 : 

定理 1.4 令 UCR: 是 开 集 , 国 数 f.0 一 尽 "” 满足 Lipschitz 
条 件 , Lipschitz 常数 为 ， 系 统 (1.1) 的 解 pz 在 区 间 [0,7] 
上 有 定义 ， 则 存在 x。 的 邻 域 到 CO， 使 对 一 切 xEW，g(1, x》 
也 在 区 间 [0,T] 上 有 定义 , 且 当 +&€ [0,7] 时 ， 

| pC, 7x) 一 pli, ro)| < |x— xoler, (1.2) 


$12 线性 系统 


— Lx, x*é€R’, (1.3) 


其 中 LE 人 (R").。 YY(R') 表示 所 有 R* 到 自身 的 线性 算 子 在 通 
常 的 算 子 机 法 与 数 乘 下 所 组 成 的 线性 空间 。 在 乡 (R*) 上 定义 
范 数 如 下 : 
lL = suplLzx| » (1.4) 

YY(R*) 是 一 个 Banach 空间 。 

由 Lx 在 R" 上 定义 的 向 量 场 , 称 为 R* 上 的 线性 向 量 场 ,也 简 
称 世 是 线性 向 量 场 。 

下 面 指出 (1.3) 的 解 是 整体 存在 的 , 并 且 具 体 写 出 向 量 场 志 导 

考虑 CR*) 中 的 线性 算 子 序列 En 一 pr 其 中 


r=0 


L*— Lo-..ol, 


4 个 
L? 定义 为 R* 上 的 恒 同 算 子 , 记 作 了 或 4。 应 用 不 等 式 [LL 外 万 
LIK 不 难 证 明 以 下 命题 : 
命题 1.5 算 子 序列 Em 收 化 于 一 线性 算 子 , 记 作 e", 即 


定义 由 Exp(L) 二 e’ 所 定义 的 映 映 Exp: YY(R’)~— 
2 (CR") 称 为 指数 映射 ， 

命题 16 没 xz: 民 一 民 (R) 是 出 cb 一 把 所 定义 , 则 a 
是 可 微 的 ,总 

ci 一 了 ee 
推论 pli,x) 一 ex 是 向 最 场 工 导 出 的 流 ， 
命题 17 若 Li, Lee(R，LL 一 工 工 ， 则 
er 一 ENel: 一 een, (1.5) 

推论 e 有 逆 e 
没 C" 是 2 维 复 向 旦 空间 ，C" 中 的 元 素 可 以 表示 为 #4 十 iv， 


9 3 .« 


zy 26ERR。 车 aipgcC x+icC， 则 
(a ip)(u iv)= (au— bv) + iCav + bu). 

以 妇 (C") 表示 从 C* 到 自身 的 复线 性 算 子 的 集合 ， 若 TE 

双 (C")， 定 义工 的 范 数 如 下 : 
上 7 一 sup{|Tz|; zcC"，lz| 一 1}， 
于 是 允 (C") 是 Banach 空间 ， 对 于 算 子 LE 引 (R*)， 定 义 它 
在 C" 上 的 扩张 算 子 二，C" 一 C"” 如 下 : 
Tu ti) = Ln) + iL(y). (1.6) 

不 难 验证 过 是 复线 性 的 。 复 指数 映射 的 定义 与 实 指数 映射 相同 . 
令 多 : 儿 (R') 一 引 (C") 是 由 (IL) 一 定义 的 映射 , 则 显 
然 有 以 下 命题 ; 

命题 1.8， 了 映射 多 具有 下 列 性 质 : 

(1) 名 是 线性 映射; 

(2) FLL,) 一 CLI) GL,); 

(3) GExpL) = Exp®(L); 

(4) LN = ll. 

例 1 设 LE 红 (R')， {el, ey) 是 RR 中 一 组 基 。 对 于 这 组 
基 , 工 有 形式 

~ pp 
(» ,); 


则 祷 一 YZ(L) 在 C: 的 基 {e 二 ic，e 一 ie} 下 具有 形式 
0) 
0 1 
其 中 一 “十 ip 4 一 a 一 下 ,由 上 命题 一 忆 ， 所 以 对 于 
基 {ei, e2} 的 年 阵 是 
“( oof 。 
—sinp cosp 

设 Le 红 (R)， 称 奔 的 谱 ( 即 之 的 特征 值 的 集合 ) 为 工 的 复 

谱 ( 即 工 的 特征 多 项 式 的 复 根 的 集合 》. 


. 4 时 


大 家 熟知 , 复 算 子 的 Jordan 标准 型 为 


， (1.7) 
\ A, 
其 中 
1 0 
4 一 1 ， 1 一 1, 9 六 9 
0 1 
和 是 工 的 复 特征 值 ， 
关于 实 标准 型 有 下 面 的 定理 ; 
定理 1.9 ”如果 过 ece(R， 则 在 民 * 中 存在 一 组 基 ,使 得 也 
的 矩阵 为 
4 0 
“pp | (1.8) 
0 8B, 
其 中 


j 1 0 
ci 一 门 ， 1 一 人 )， Cjy BER. 
—pB; oa 0 1 


若 不 考虑 排列 次 序 , 则 4,,… ,4,, 8,,…,B， 是 唯一 确定 的 ， 


® 5 °。 


推论 令 上 LecG(R*)， 给 定 s > 0， 存 在 R" 的 一 组 基 使 得 
的 矩阵 为 
A 0 


4, (1.9) 


0 8, 
其 中 


Cy; 0 
Bi 一 sl ,jl 


0 gl Cy 
命题 1.10 如 果 LEY(R*)，4 是 的 mm 重复 谱 ， 则 及 
ef 的 攻 重 复 谱 . 
证 明 设 之 的 标准 型 为 (1.7》, 于 是 


~ 人 ) 
0 of 


所 以 我 们 不 妨 设 宇 只 有 一 个 特征 值 1, 其 重 数 是 空间 的 维 数 ” 即 
上 的 标准 型 为 

*.. 0 

1 i 


(0 


矿 0 “0 
pe 汪 bs 
\0 ， 0 0 


于 是 了 一 D 十 N。 显然 N* 一 0, ND 一 DN， 由 命题 1.7 得 知 


er 一 epeN。 和 而 


= 1 1 

所 以 全 一 一 ereN， 显然 ，e* 是 民 的 # 重 特征 值 ,是 er 的 4 重 
复 谱 。 是 

定义 ”线性 向 量 场 Le 红 (R*) 称 为 是 双 曲 的 ， 如 果 工 的 复 
谱 与 虚 轴 不 交 ， 若 LE 绑 (R") 是 双 曲 的 ， 则 工 的 有 负 实 部 的 特 
征 值 的 个 数 称 为 蕊 的 指数 ， 

显然 双 曲 线性 向 量 场 仅 有 一 个 奇 点 一 一 原点 ， 

定理 1.11 若 Lé 纹 (R*) 是 双 曲 的 , 则 存在 R* 的 唯一 直 和 
分 解 R* 一 E' 欠 E*, 其 中 E', E* 是 工 的 不 变 子 空间 ,，L' 二 L|E’， 
L* 二 工 | E* 的 特征 值 实 部 分 别 小 于 零 、 大 于 零 。 分 别称 E’, E* 
为 工 的 稳定 子 空间 ,不 稳定 子 空间 . 

证 明 令 see 是 R?' 的 一 组 基 ， 使 得 在 这 组 基 之 下 ， 
了 的 矩阵 形 如 


4 


B， 


a 交 
0 


. 3 
ma 一 1 
0, 3 » 

i ), Qj; < 

fi 


i 5 
人 
一 6 _ 
0， 
> 
0 4 
人 
1 
Ci 一 


令 E’ 是 由 CE19 ss 9 Fo tl" CF Has 生成 的 子 空间 ， E* 
是 由 eaoriy e。 生成 的 子 空 间 。 显然 E’,， E* 都 是 工 不 变 
的 子 空间 , 且 L: 对 于 基 {e1,- “", Cr+2s"'} 的 矩阵 是 | 


让 0 


0 Bp 
而 L* 对 于 基 ert2s’ +1s ""*y es} 的 矩阵 是 


“0 


0 pr 


从 而 工 ' 的 特征 值 都 有 负 实 部 ，L" 的 特征 值 都 有 正 实 部 。 存 在 性 
证 完 ,唯一 性 显然 . 莘 

对 于 一 般 的 Le 乡 ( 尼 *)， 类 似 于 上 述 定理 ,有 

定理 1.12 若 ZE 红 (CR")， 则 尽 " 可 分 解 成 稳定 子 空间 E'， 
不 稳定 子 空间 E* 与 中 心 子 空间 下 的 直 和 , 即 R* 一 已 四 本 罗 天 
使 得 

Li= LIE, L*~=L|E", L—LI|E 

的 特征 值 实 部 分 别 小 于 零 、 大 于 零 , 等 于 零 ， 


例 2 设 
0 1 
“一 (, _ 让， 
则 E' 一 span{(1, 一 4)}，E’ 二 span{(1,0)} Cspan{x} 表示 由 向 
量 x+ 生 成 的 子 空间 )，E’ 二 儿 ， 
例 3 设 


则 E' = span{(1,0,0),C0,1,0)}, E* = span{(0, 0, 1)}, E‘= 
好 。 

下 面 我 们 讨论 R* 上 的 线性 自 同 构 。 R"* 上 所 有 线性 自 同 构 
组 成 的 集合 记 作 GLCR"). 

设 LE 弘 (R"*) 是 双 曲 的 。 如 果 用 L,Cx) 表示 工 导 出 的 流 ， 
即 LL 一 p《z,*) 一 e， 则 工 一 er€GLCR")， 由 假设 没有 位 
于 虚 轴 上 的 特征 值 ,由 命题 1.10 可 知 Li = er 没有 位 于 复 平面 中 
单位 圆周 ?4 上 的 特征 值 。 于 是 我 们 给 出 以 下 定义 : 

定义 如果 RR* 上 的 线性 自 同 构 4 的 复 谱 与 复 平面 上 单位 圆 
周 人 5 不 交 ， 则 称 4 是 双 曲 的 。 R* 上 所 有 双 曲 终 狂 自 同 构 组 成 的 

合 记 作 HLCR"). 当 4€ HLCR*) 时 ， 称 4 在 5! 内 的 特征 值 

的 个 数 为 4 的 指数 ， 

由 此 定义 ,每 一 个 双 曲 线性 向 量 场 工 导 出 的 流 L(x) 一 ex 
对 应 的 算 子 L, 一 e*， 当 zt 关 0 时 是 双 曲 线性 自 同 构 ， 

定理 1.13 如果 4€EHLCR")， 则 存在 R" 的 唯一 直 和 分 解 
R" 一 E' 旬 EE*, 使 得 E! 与 E* 对 4 都 是 不 变 子 空间 ， 且 4! 二 
A1E:，A* 圭 41E* 的 特征 值 分 别 在 5: 内 , 5! 外， 

定理 1.14( 分 解 定理 ) 如 果 4€ HLCR"*), 则 存在 R* 上 的 
一 个 范 数 | 。 lb 使 得 此 范 数 导出 的 4 与 (4*)"! 的 算 子 模 14 小 ， 
长 4 区 小 于 1.。 即 4' 在 BE: 上 收缩 ，4* 在 8 上 扩张 。 

证 明 设 4' 的 标准 型 为 


和 0 


其 中 4;, B; 如 定理 111 所 述 。 对 于 任意 it 尽 ， 定 义 滤 阵 


A 0 
‘Ae) 
AGQ) = : BG) 9 
0 Bt 
其 中 
4 0 
AD—| ,i 
0 i 
/5.. 0 
07 ,7 一 1,..*,s 
0 的 入 Ci 


14C0) 1 = max{ ll, V or 二 pl 


所 以 4(0) 放 一 1。 因 为 *F> 4(DF> 14C9 是 连续 映射 ,所 以 
存在 e 之 0， 使 14(e)‖ 二 1。 由 定理 1.9 的 推论 得 知 ,存在 E' 的 
另 一 组 基 {ei,*…, et 小 ， 使 得 在 这 组 基 之 下 4 的 矩阵 是 
4(s)。 我 们 在 E' 中 定义 一 个 新 的 内 积 : 
(ely et—= 6 isj™=1,..,s + 2. 

令 | . li 是 由 《:,: 》, 给 出 的 范 数 。 在 此 范 数 之 下 , 上 4 < 1. 
类似 地 ,可 以 在 E* 中 得 到 范 数 | - |1, 使 得 4”) 路 过 1。 在 
R" 中 定义 范 数 vl 一 max{|v'|li, jv*| 个 ,其 中 v 一 vy 十 vo* 是 
在 E',，E* 上 的 直 和 分 解 ，v'€ E'，v*€ E*。 此 范 数 就 满足 定 

推论 车 LE 经 (R*) 是 双 曲 的 , EE* 分 别 是 工 的 稳定 子 
空间 ,不 稳定 子 空间 ，L(Cx) 是 工 导 出 的 流 ; 则 Li(w) 当 x€E'， 


»- ll. 


1 一 十 co 或 x€ E*，1!1 一 一 0 时 趋 于 原点 ， 

证 明 ”由 前 面 的 讨论 与 定理 1.14 知 存在 E' 中 的 范 数 | |， 
使 得 Zl, 过 1， 从 而 , 当 xe 忆 :时 

{Lh = [LiCx) 1 < Li |xl, 

因此 , 当 #-> 十 oo 时 ，L,(x) -> 0。 下 面 来 证 -> 十 co 时 二 CO) 一 
0, 

考虑 1€ [0, 1]。 由 于 工 ,(x) 连续 ，L,(0) 一 0， 所 以 ， 任 给 
gs >> 0， 都 存在 5(?) > 0， 使 得 当 1y| < 5 就 有 |L(7) < 
g。 由 于 [0,1] 是 紧 的 ,因此 存在 与 1 无 关 的 6 > 0, 使 得 当 |y1 达 
68, 2E€[0,1] 时 ， |LCy)|1 <s， 因 = 一 co 时 工 ,:(x) 一 0， 所 以 
对 5>10 存 在 正 整数 mo， 使 当 w 之 mwo 时 ，| LL,(x)|1! 二 5。 于 是 ， 
当 上 之 w 时 ,我 们 将 表 为 x 十 1， 其 中 4 之 no，zE10,1)， 由 
流 的 性 质 就 得 到 

[LCx) |= |LiCL,(x))|, < e, 

即 * 一 十 co 时 L(x) 一 0， 

另 一 结论 可 类 似 地 证 明 。 蜂 

本 节 中 上 述 定 义 、 定 理 都 是 在 ” 维 空间 民 " 中 给 出 的 , 而 事实 
上 ,所 有 结论 在 Banach 空间 中 也 都 成 立 。 特 别 ,在 Banach 空间 
中 也 有 分 解 定 理 , 本 书后 面 要 用 到 它 . 

定理 1.15 设 B8 是 Banach 空间 ,| :| 记 它 的 范 数 。 区 :8 一 
B 是 双 曲 线性 自 同 构 , 则 在 上 存在 一 个 等 价 的 范 数 | . |, 与 的 
直 和 分 解 B 一 E' 四 E*, 使 得 E', E* 在 工 的 作用 下 不 变 , 且 令 二 一 
LIE:,， L* 一 上 |E*, 就 有 上 与 (L*)'! 对 于 范 数 | . | 导出 的 算 
子 模 皆 小 于 1, 

证 明 由 Banach 空间 的 谱 理论 知 

P 一 二 1， RC2; 工 )d1 
是 投影 算 子 ,其 中 RG;L) 一 (41 一 L)'! 是 工 的 预 解 式 . 令 
E'=~PB, E*~—(l—P)B, 


12. 


显然 8 一 E' 田 E* 是 直 和 分 解 ， 且 BE' 与 E* 都 是 工 不 变 的 ( 因 P 
与 工 可 交换 )。 由 于 外 上 无 谱 点 ,又 人 是 紧 的 ， 由 天 的 定义 可 知 
殊 的 谱 半径 r, < 1， 取 实数 ae (7r,,1)， 做 级 数 


2 ar*llCL’)"l. 
lim VICLY = 7, 


lim VailCL)N = erir, <1, 
所 以 上 述 级 数 是 收 敏 的 ， 
利用 以 上 收敛 级 数 来 定义 范 数 | . 上 1。 设 x EE', 令 
lxlf= 3 oi" lL) 1, 


其 中 | - | 是 空间 B 上 原 有 的 范 数 ， 
因为 《L*)™ 的 谱 半 径 ? 也 小 于 1， 故 取 er， 1 时 ， 级 
数 


> 号 
收 俩 ， 于 是 对 任意 se Be， 令 
j= DD aL), 
对 于 任意 +*€B, x 一 十 x*。x* EE， x*€ E*， 定义 


[xli = max(C lx lf, |x*|?f), 
不 难 验 证 
(Eh a LO < 6. 
下 面 证 明 | .1 与 原 范 数 | - | 等 价 。 注意 , 对 任意 x€ E'， 有 


PEIHE SH 


对 x€ E* 也 有 类 似 的 不 等 式 , 因 此 两 个 范 数 等 价 ， 
命题 1.16 HLCR*) 是 GL(R*) 中 的 开 笛 集 。 
证 明 先 证 HLCR") 是 GLCR*) 中 的 开 集 . 设 46e HL(R")， 
于 是 任何 1e8 都 不 是 4 一 (4) 的 特征 值 ,因此 
det(A— 11).0, 
其 中 I 是 C* 上 的 恒 同 映射 。 由 于 行列 式 涵 数 det: 八 (C'*) 一 C 
连续 ,所 以 存在 54)>0 与 4 在 CC 中 的 一 个 邻 域 V, 使 得 当 B8E€ 
GLCR")， 
18— Al < 504), w EV, 
时 ,就 有 
det(B — pI1) 0, 
因 5! 紧 ， 故 可 由 3 的 开 履 闭 {Va}aes! 中 找到 有 限 个 开 邻 域 
Tu，……，7x ， 使 得 scU Va。 令 5 一 min{5C41) ,6(14n)}, 
则 当 Be GLCR"), 上 8 一 | 一 5，pAE3' 就 有 
det(B — pI1) #0, 
即 BE HLCR*). 所 以 HLCR*) 是 GLCR*) 中 的 开 集 . 
再 证 稠密 性 ， 设 4€ GLCR*)，41,.…,， 1。 是 它 的 特征 值 ， 
显然 对 任意 px ER，A4 十 ul1 的 特征 值 是 1 十 AGE 一 1 
z)。 令 20， 是 4 的 不 在 8 上 的 特征 值 ， 
01 一 min{ |41l 29°", 14,1}， 
0,= min{ll— [411 ,|1— 13,11}, 
8; 二 min{ja|;g 十 i8€5! 是 4 的 特征 值 , 而 c 0}， 
显然 min{61, 61, 6;} 一 85 盖 0。 若 w 满 足 0< 关 一 5， 则 2; 十 
PESIG 一 1) 212)， 于 是 了 一 4 十 ATIE HLCR*)，。 对 任 给 
gs 之 0, 我们 取 4， 使 0 二 py 二 min{g56}， 则 B= A 二 wlIE€ 
HLCR*)， 且 18 一 4 一 lxii<se。 这 证 明了 HL(CR*) 在 
GLCR") 中 稠 。 昌 
命题 1.17 R" 上 的 双 曲 线性 向 最 场 组 成 的 集合 H(R") 是 
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SCR") 中 的 开瑞 全。 

证 明 由 映射 Exp:S2(R")->GLCR*) 的 连续 性 与 命题 1.10 
命题 1.16 知 CR") 一 Exp (HL(CR")) 是 开 集 ， 稠密 性 的 证 明 与 
上 命题 类 似 , 和 


$1.3 微分 动力 系统 .拓扑 共生 .拓扑 等 价 


定义 ” 令 G 表 示 实 数 拓扑 加 群 民 或 整数 拓扑 加 群 迄 ，X 是 
拓扑 空间 ,一 个 连续 映射 p:G Xx X->X 具有 了 以 下 性 质 : 

(1) pkG 十 2z) 一 rp(t xz))， 对 任意 x€X, s,1€G; 

(2) 9p(0,x) 一 x， 对 任意 xzEX， 

则 称 之 为 X 上 的 一 个 动力 系统 ,空间 X 称 为 动力 系统 9 的 相 空间 ， 
有 时 强调 相 空 间 ， 也 将 动力 系统 记 作 〈X,p)。 若 X 是 5C" 微 分流 
形 , 且 ? 是 C' 上 映射 (r 关 1)， 则 称 ? 是 一 个 C' 微分 动力 系统 . 

例 1 设 X 是 一 个 微分 流 形 , 令 p(z,x) 一 +*， 对 任意 x*€ 久 ， 
1€G。 显然 (X，q) 是 一 个 动力 系统 , 称 之 为 平凡 动力 系统 . 

例 2 R* 上 线性 系统 的 流 p(bz) 二 ex 在 民 : 上 定义 了 一 
个 C* (解析 ) 同 有 环 ,因此 〈(R*,qg) 是 一 个 C"” 动力 系统 。 

例 3 常 微分 方程 上 一 f(x)，xER" (或 M) 的 流 p(t, zx) 
定义 了 一 个 动力 系统 ，?9 也 称 为 是 向 量 场 了 导出 的 动力 系统 。 若 
f€ C"'!， 此 动力 系统 是 C" 的 。 

例 4 在 民 ' 中 定义 等 价 关系 “~”: x~y<r 一 y€ 72. 
商 空 间 R"/~ 称 为 4 维 环 面 , 记 作 T"。 

在 二 维 环 面 T7 一 T! XT! 上 , pg:R X T?—>T? 定义 为 : 

pli, Clx], [7])) = (x + 7], [y+ 071), 
对 一 切 〈[x],[y])e T?, :ER， 显然 『P 是 一 个 动力 系统 ，9 为 有 
理 数 时 , 称 P 为 有 理 流 , 每 条 轨道 是 拓扑 圆 ; 6 为 无 理 数 时 , 称 P 为 
无 理 流 ,每 条 轨道 是 RR 在 连续 单 射 下 的 像 ,在 了 上 稍 ， 
命题 1.18 若 9 是 动力 系统 , 则 对 任意 1€ G，q, 一 p(t,*): 


se 15% 


XX 是 向 胚 ;若是 C' 的 , 则 qi 是 5 微分 同 胚 。 

证 明 因为 pep- 一 2-opi 一 9 一 id. 蝇 

在 研究 动力 系统 时 ， 常 通过 等 价 关 系 讨论 不 同系 统 的 共同 特 
性 。 下面 介 绍 两 种 常用 的 等 价 关 系 ， 

定义 令 ff.X 一 XX，g:Y 一 Y 分 别 是 拓扑 空间 X 半 与 7 了 的 自 
同 有 是 ， 若 存在 同 有 是 h:X 一 Y 使 关系 


X--X 
h 万 
| 
成 立 , 即 hof 一 go8， 则 称 同 跃 f 与 4 是 拓扑 共生 的 , 世 称 同 胚 帮 
为 到 & 的 一 个 拓扑 共 印 ， 

显然 拓扑 共 思 关 系 是 一 个 等 价 关 系 ， 

由 同 有 是 f: 和 一 和 可 导出 和 上 的 一 个 离散 动力 系 绕 
qnsx) 一 "(x)， 对 一 切 n€ Z，xeX。 一般 地 ， 我 们 称 9， 一 
9(.z):G~> 夺 的 像 为 动力 系统 9 过 z 的 轨道 , 记 作 Op(x) .于 是 
{f*"(x) ,4#€Z} 是 离散 动力 系统 f"(x) 过 * 的 轨道 , 记 作 O01(%)， 
若 同 且 左 是 了 与 z 间 的 一 个 拓扑 共 罗 ， 则 显然 有 从 0i(x)) 一 
0s《hlx))。 因此 拓扑 共 轿 是 保 轨 道 的 。 不 难看 出 拓扑 共 轿 还 是 

定义 称 同 肛 h.X 一 了 是 动力 系 绕 《X,g) 到 (Y,) 的 
拓扑 等 价 ,如 果 它 将 XX 中 ?的 每 一 条 轨道 映 成 Y 中 由 的 一 条 轨道 ， 
且 保 持 轨 道 的 定向 ， 即 多 q(x)) 一 $xwty)， 其 中 sD 是 1 的 
严格 单调 增 函数 .我 们 也 说 动力 系统 (X, 9) 与 《Y ,4) 是 拓扑 
等 价 的 . 

显然 拓扑 等 价 也 是 一 种 等 价 关 系 。 拓 扑 等 价 保 轨道 、 保 源 、 保 


汇 。 
例 5 考虑 动力 系统 《( 民 , pg,)， 其 中 qs。 是 R 上 的 线性 流 
gets xz) 一 ez。 则 对 一 切 a€ 尽 ，(R, qp。) 分 属 三 个 拓扑 等 价 
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类 。 首先 ,着 a。o > 0， 则 恒 等 责 射 这 就 是 泡 CR， pa) ~ 
CR，p。) 的 拓扑 等 价 。 其次， 若 w < 0 a 之 0, 则 (R, pa) 
与 《R, 9p。,) 不 拓扑 等 价 ， 珊 为 前 者 有 一 个 汇 而 后 者 无 汇 ， 同 理 
车 wo>0，o 一 0,， 则 (R,p。) 与 (R，q,,〉 也 不 拓扑 等 价 ， 

例 6 证 明 环 起 T' 一 TI xT! 上 的 有 理 流 

Polt,C{x], Ly])) = (Lx + rl, ty + 0:]), 

都 是 拓扑 等 价 的 ， 

证 明 只 要 证 有 理 流 pe 拓扑 等 价 于 有 理 流 wo 

设 6 一 9/p(p，g 互 素 ), 由 数论 知 存在 正 整 数 r,s， 使 
|， 一 | 或 一 1， 
4 5 


故人 一 (， ) 是 Tr 上 的 同 奈 肌 射 。 mw 的 轨道 


got,CEx], [7])) = (fx + ,Ty1), 
了 十 1 
Kk Ca Dy = (0 nn, ) 
的 机 1 ] 十 7 
gq[x 十 直 十 s[y] 
_ (™ 十 ry 十 ”) 
[gx + sy + 9!] 
一 polpi, hlxl, Ly1)). 
命题 1.19 设 f ,8 是 M 上 的 C' 句 量 场 ,p, 上 是 由 f,8 导出 
的 动力 系统 ,大 是 9 到 中 的 拓扑 等 价 , 则 
(1) pe M， ?是 于 的 奇 点 当 且 仅 当 4(Cp) 是 8 的 奇 点 ; 
(2) pe M，P 过 2 的 轨道 0,《p) 是 闭 轨 当 且 仪 当 vg 过 h(p) 
的 轨道 0sCh(p)) 是 闭 轨 ; 
(3) 0,(p) 的 ola) 极限 集 的 h 像 是 OAC2)) 的 w(e) 极 
限 集 ， 


”从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 若 将 动力 系统 (向 量 场 导 出 的 流 ) 按 按 
扑 等 价 分 类 , 则 分 在 同一 类 中 的 流 有 共同 的 拓扑 性 质 ， 
如 果 类 似 于 同 胚 间 的 拓扑 共 罗 e， 对 于 动力 系统 ?与 业 也 存在 
同 肽 使 对 任意 +R， 


hop, 一 路 op， 

则 显然 ?与 少 是 拓扑 等 价 的 ， 但 我 们 不 按 这 种 等 价 关 系 将 动力 系 
统 分 类 ， 因 为 这 种 分 类 过 于 细 。 例如, 它 要 求 闭 轨 有 相同 的 周期 ， 
这 已 超出 了 拓扑 性 质 ， 

最 后 声明 ,拓扑 等 价 本 是 动力 系统 之 间 的 关系 ,但 今后 我 们 也 
说 向 量 场 了 与 & 拓扑 等 价 ， 其 含意 乃 是 : 它们 导出 的 流 9 与 中 拓 
扑 等 价 。 

下 面 我 们 对 有 限 维 双 曲 线性 向 量 场 进行 拓扑 分 类 ， 

引 理 1.20 设 Le 经 (R*) 是 双 曲 的 ,其 指数 为 >， 则 在 R* 
中 存在 一 个 范 数 | . |,, 使 得 在 点 x*€ 9 := {v€ R",ivl, 一 1} 处 
L(x) 与 5 横 截 , 即 r .L(x) 关 0, 7 是 9 在 点 * 处 的 法 
向 量 ， 

证 明 到 R" 的 一 组 基 el,.…,e, 使 工 的 矩阵 为 

LID) 


0 | 
41)— 人 : 
0 BC 
其 中 A(1), Bi(1) 为 定理 1.11 中 的 4;， B;. 
对 任意 1€E R 定义 矩阵 A4C) 如 下 : 
Li . 0 


A(t) 一 4 了 (CD 9 


0 Bt) 


—— 


其 中 
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A(?) 一 . ， 1 一 1， ss. 
0 和 zt ,| 
0 0 

Bi(p) 一 ee ,j= 1 
0 a Ci 


令 工 , 是 R* 上 的 线性 向 量 场 ,其 扼 阵 形 如 4(:)， 由 于 工 , 的 盾 阵 
4(0) 的 对 角 线 上 元 素 骨 负 ， 所 以 在 xc 5"”!，Lo(x) 与 5S! 横 
截 。 因 为 5”! 紧 , 所 以 只 要 8 > 0 充分 小 , 则 和 矩阵 为 4(s) 的 线 
性 向 量 场 也 与 5*! 横 截 ， 根 据 定理 1.9 的 推论 , 存在 R* 的 一 组 
基 {ei,*… ,es}， 使 工 的 矩阵 为 4(e)。 我 们 在 R* 上 重新 定义 内 
积 , 令 
ei, ef 一 0 

到 此 内 积 给 出 的 范 数 | . 1: 即 可 。 目 

命题 1.21 eR R" 上 指数 为 的 线性 向 量 场 ， 则 
存在 一 个 拓扑 等 价 h: R" 一 民 "， 使 得 对 任意 +€ R， 

hoL,= T,oh, 
其 中 工 ,, T, 分 别 为 向 量 场 工 , 工 导出 的 流 . 

证 明 设 | ,19 1); 都 是 R* 上 的 范 数 ,分 别 使 L 与 S17 一 
{ER', vl 一 1}, T 与 S11 一 {v€ Rr, |v|, 一 1} 横 截 。 应 
用 定理 1.14 的 推论 , 当 x€ R” 一 {0} 时 ， 

lm L(x) 一 0， lim IZL,(x) | 一 co， 
再 由 横 截 性 ， 轨道 "Oz(x) 与 8? 交 于 唯一 一 点 。 同 理 , 若 ye 
尺 " 一 {0} ,轨道 Or(Cy) 与 8 交 于 唯一 一 点 

令 h:5f +! 一 S? 是 一 个 同 胚 ( 例 如 可 以 令 h(x) = x/1zx|;)， 
下 面 将 开拓 到 R* 上 去 使 之 成 为 R* 上 的 同 胚 。 先 令 人 0 一 0， 
再 考虑 *6 R" 一 {0}。 根 据 前 面 的 讨论 ,存在 唯一 的 me 民 ， 使 得 
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L(x) 一 S77 令 有 (x) 一 了 T,AL_(x))， 容 易 看 出 ， 对 任意 
1€ 尽 ，hoL, 一 了 ,cf， 且 如 有 逆 有 hr'!。 因此 下 面 只 须 证 明 有 与 2! 
连续 。 

令 x€ER" 一 {0} ，{xm} 是 任 一 收敛 于 x 的 序列 ， 取 1, ER， 
使 得 L(xm)€ S71!; to ERR 使 上 _,,(x)€ S57"!。 由 流 的 连续 性 ， 
totos 上 (xm) > 荆 _,,《x)， 因 此 

hxa) — Te hl xm) > TehL (x) = hlx), 
所 以 , 5 在 xz 关 0 处 连续 。 8 在 原点 的 连续 性 不 难 由 定理 1.14 的 
推论 与 57"! 的 紧 性 得 到 ，h7! 的 连续 性 可 类 似 地 证 明 . 重 

定理 1.22 设 二 ,Te32(CR"*) 是 双 曲 的 , 工 与 了 拓扑 等 价 当 
且 仅 当 工 与 了 的 指数 相同 。 

证 明 设 工 与 了 是 双 曲 线性 向 量 场 ， 有 相同 的 指数 。 令 E'， 
E" 分 别 是 工 , 工 的 稳定 子 空间 , 则 有 

dimE’ 一 dimE”, 
由 命题 1.21 知 存在 一 个 同 胚 h:E' 一 E” 使 得 hoL; 一 六 oj， 对 
任意 +E 尽 。 同 理 存在 一 个 周 胚 h:E*-> BE， 使 得 如 oz 一 
T# op ， 对 任意 : ER。 定义 爱 射 
h:.R" = EDE*~> FE"ODE”" = R* 


为 
[AC 

显然 是 同 胚 , 它 是 从 工 , 到 T, 的 拓扑 共 轿 , 对 任意 :& RR， 

反之 , 令 关 是 二 到 了 的 拓扑 等 价 。 因 工 与 了 都 只 以 0 为 奇 点 ， 
由 命题 1.19 必 有 多 0) 一 0。 因 为 x€ E 的 充分 必要 条 件 是 x 的 
wm 极限 集 w(x) 一 {外 , 而 拓扑 等 价 保 w 极 限 集 , 所 以 x& E: 时 有 
wlh(z))= {2Cw(x))} 一 {0}, 从 而 h(x) € E”， 也 就 是 从 EE')C 
E”。 类 似 地 有 hE")CE’, 于 是 hlz 是 E' 与 E” 之 间 的 同 
胚 , 从 而 dimE’ 一 dimE*。 即 世 与 了 工 指数 相同 。 腹 


第 二 章 “” 拓扑 动力 系统 简介 


大 家 可 能 已 经 注意 到 ，$ 1.3 名 为 讨论 微分 动力 系统 的 性 质 ， 
但 其 中 一 些 定义 与 定理 完全 没有 用 到 微分 流 形 的 性 质 ， 市 是 在 拓 
扑 空间 中 讨论 的 .为 了 使 这 一 类 概念 与 结论 更 加 明确 ,本 章 集中 地 
讨论 拓扑 动力 系统 的 性 质 . 


$ 2.1 拓扑 动力 系统 


定义 ”G 表 示 实 数 拓扑 加 群 R 或 整数 拓扑 加 群 Z, X 是 拓扑 
空间 ,连续 映射 p:G Xx X 一 X 具有 以 下 性 质 : 

(1) (十 一 DO Plt, +)), 对 Vr€EX, s,1€G; 

(2) p(0, 4)=x, 对 Vx € X, 
则 称 2 是 一 拓扑 动力 系统 . 

例 1 设 X 是 一 拓扑 空间 , 令 (tr xi 一 xz， 对 VEX，EE 
尺 ， 显然 ,9 是 一 拓扑 动力 系统 , 称 之 为 平凡 动力 系统 . 

例 2 X 是 一 拓扑 空间 ,由 同 胚 f;X 一 XX 导出 一 离散 动力 系 
统 pln,x) 一 了 (x),， Vx & 义 ，n《 Z。， 简 称 之 为 离散 动力 系统 f 

例 3 是 单位 圆周 ,与 实数 轴 尺 在 原点 0 处 相 著 (图 2.1)， 
NN 是 圆周 上 的 北极 点 , $ 一 0 是 南极 点 。 所 一 {N} 中 的 点 * 与 民 
上 的 点 了 按 图 所 示 一 一 对 应 ， 

r 


沙 虑 尽 上 一 个 连续 肌 射 > 一 本 对 应 地 得 到 和 中 的 瑞 射 思 
X 一 三， 其 中 令 KGN) 一 N。 称 此 贞 射 为 北极 映射 。 显 然 了 是 同 
胚 。 由 它 可 导出 一 离散 动力 系统 # 

例 4 在 二 维 环 面 症 上， 同 胚 f:T? 一 7T” 定义 为 


9 ZL 。 


图 2.1 


fC[x],{y1) = ([x + 0],[y+ 91), 
其 中 6, 9 固定 。 称 之 为 环 面 T? 上 的 旋转 ， 它 导出 一 离散 动力 系 
如 果 对 于 9 与 9 存在 不 全 为 零 的 整数 名 ,名 ， 使 得 6 十 
Pp 一 《mod1)， 则 称 6 与 ?9 有 理 相关 ，, 否则 称 9 与 ?有理 无 关 . 
下 面 我 们 会 看 到 不 同情 况 的 6 与 ?导出 的 离散 动力 系统 有 极 大 的 
例 5 设 f 是 R* 中 的 线性 自 同 构 , 其 在 标准 基 下 的 矩阵 4 中 
的 元 oy 《名 ， 且 detA 一 土 !， 从 而 4 的 元 也 在 ZZ 中 , 于 是 
与 f°! 都 能 保持 等 价 关 系 “~”(x ~ y<>x 一 )EZa)， 所 以 于 导 
出 T* 上 的 一 个 同 胚 8, 称 8 为 环 面 自 同 构 。 由 8 又 导出 一 并 中 
的 离散 动力 系统 g。 
如 果 4 的 特征 值 不 在 复 平 面 的 单位 圆周 3 上， 则 称 8 为 双 曲 
环 面 自 同 构 . 
$ 1.3 中 所 有 微分 动力 系统 的 例子 当然 也 全 都 可 以 作为 拓扑 
动力 系统 的 例子 。 其 实 上 面 的 例 3 一 5 中 的 拓扑 空间 也 是 一 些微 
分 流 形 。 下面 介绍 一 个 重要 的 拓扑 动力 系统 ， 其 中 的 拓扑 空间 不 
具有 微分 结构 ， 
例 6 设 有 限 集 P 一 {1,…, ， 令 表示 一 切 双 边 序列 
(x) 二 ( Xs Xs Xo* ,Kl 如) 
组 成 的 集合 。 序 列 (x) 中 的 x;€ 了 ，Yi《 必 ， 星 号 “*” 加 在 零 位 从 
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径 苑 束 榴 吝 上 方 。 

为 引进 拓扑 ,定义 了 中 的 柱 集 V0, 如 下 : 

Ua G0 sy 4s) = {x) ELENx CS as (| En}. 
当 z 取 遍 一 切 自 然 数 ，a《|i| 和 2) 取 遍 一 切 P 了 中 元 案 , 所 得 柱 合 
的 全 体形 成 的 一 个 可 数 拓 扑 基 。 此 拓扑 空间 3 叫 序列 空间 . 

指定 序列 中 ;个 不 同 的 位 置 ， 又 在 每 个 位 置 上 取 了 中 指定 的 
元 素 的 序列 集合 是 三 中 的 开 集 ,因为 它 是 若干 柱 集 之 并 。 

不 难看 由 2 是 紧 空 间 ,并 且 可 度量 。 事 实 上 ,可 以 在 研 中 定义 
度量 4d 如 下 ; 


其 中 
40， 当 xn ys 
dz) 一 {i wy 
定义 映射 c: 了 一 三 对 任意 (x*) E53， 令 o(x) 一 (y)， 其 
yi 一 对 Vie Z， 并 
G4) = os 9 Xl Xo Kis Ks **) 
= (re Ky Xs Kos Xl * x ee )。 
不 难看 出 , 9 是 了 上 的 同 胚 映射 , 称 6 为 > 上 的 移 位 自 同 构 ， 由 。 
导出 的 离散 动力 系统 称 为 符号 动力 系统 ， 
例 7 集合 P 如 例 6， 令 3 表示 一 切 单 边 无 穷 序列 
(z) 一 《Co hs) 
的 集合 ,序列 中 sePG 一 0, 1,……)。 
类 似 于 例 6 取 柱 集成 拓扑 基 , 得 单 边 序列 空间 也， 怠 也 是 紧 
度量 空间 
定义 单 边 位 移 GZ > ox) 一 (y), 其 中 y, 一 za4 开 天 一 
1，………)。， 即 
oxKXos xi 2 一 《zy ra )。 


o 称 为 单 边 序列 空间 的 移 位 ， 显然 " 是 连续 映射 但 不 是 同 胚 ， 
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任 一 点 ?在 oi 下 的 原 像 都 有 《个 点。 

例 8 设 4 是 * Xx 矩阵，4 一 (aj)， 其 中 a 一 0 或 1， 
对 Vi, j= 1， …A 若 mx 使 on 一 1， 则 称 mn 是 矩阵 4 所 
容许 的 ， 

考虑 序列 空间 的 一 个 子 集合 34: 

34 一 {()EZlc 一 1 Vn€ 2}, 

即 34 由 2 中 一 切 双 边 序列 组 成 ， 其 相 邻 两 元 素 *, 与 x。+1 是 由 和 矩 
阵 4 所 容许 的 。 称 矩阵 4 为 24 的 转移 矩阵 . 

车 A 中 一 切 元 素 皆 为 1, 则 4 一 3， 若 4 一 E， 则 34 中 
只 有 个 点 。 不 同 的 矩阵 可 能 对 应 相同 的 34。 例如 ,，P 一 {1， 
2}， 而 


24 也 可 能 是 空 集 ,例如 ,，P 一 {1,2}， 而 
0 0 
4 一 ( 1 路 

不 难看 出 ，234 的 补 集 是 开 的 , 所 以 34 是 互 的 紧 子 空间 ， 显 
然 o54 一 4， 所 以 o:34 一 24 是 24 上 的 同 胚 。 

本 章 以 下 几 节 中 所 萎 虑 的 拓扑 空间 X 设 为 紧 度 量 空间 。 我 们 
讨论 X 上 的 同 胚 f 导出 的 离散 动力 系统 或 连续 映射 了 导出 的 半 动 
力 系统 ， 


$ 2.2 非 游荡 点 集 


本 节 讨 论 动力 系统 的 非 游 荡 点 、 非 游荡 点 集 ,但 为 了 更 好 地 了 
解 它们 ,将 它们 与 我 们 比较 熟悉 的 点 集 一 一 极限 点 集 、 局 期 点 集 加 
以 比较 。 

我 们 先 自习 周期 点 集 与 极限 点 集 的 定义 与 一 些 性 质 ， 再 结合 
$2.1 例 中 给 出 的 动力 系统 进行 考虑 ， 
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.局 央 7 : 


定义 ” 设 X 是 紧 度 量 空间 , 所 X 一 XX 是 同 胚 或 连续 觅 射 , 所 

xcEX，, 使 

f(x) 一 xz，P(z) 天 2 一 1 一 1 
则 称 * 为 离散 动力 系统 f 的 -周期 点 ，/- 周 期 点 即 不 动 点 . 称 
的 全 体 周 期 点 组 成 的 集合 为 1 的 局 期 点 集 , 记 作 了 或 PC 了 ). 

例 1 平凡 动力 系统 的 任 一 * X 为 不 动 点 ， 所 以 周期 点 集 
PP 一 X。 北 极 映射 了 导出 的 离散 动力 系统 的 周期 点 集 P 一 {N ,5}. 
T? 上 的 旋转 动力 系统 了 当 8 与 9 氏 为 有 理 数 时 , 每 一 轨道 只 有 好 
个 点 , T* 上 的 每 一 个 点 都 是 mw- 周期 点 ，P 一 T?. 符号 动力 系统 
5 以 序列 空间 中 的 循环 序列 (x)( 对 某 正 整数 上 ，(x) 中 xi 一 
zy Vi6EZ) 为 周期 点 。 由 于 任 一 柱 集 都 包含 有 循环 序列 , 所 以 
c 的 周期 点 在 了 内 稠 ， 

命题 2.1 双 曲 环 面 自 同 构 8 的 周期 点 集 P(g) 一 Q"/ ~(Q 
为 有 理 数 集 ), 从 而 周期 点 集 与 非 周 期 点 集 都 在 了” 中 秋 。 

证 明 设 [xz]eQ"/~， 和 是 [zx] 的 各 坐标 之 分 母 的 一 个 公 
倍数 ， 因 矩阵 4 的 元 篆 为 整数 ,所 以 加 仍 是 g[x] 的 各 坐标 之 分 母 
的 一 个 公 倍 数 。 而 Q"/ ~ 中 各 坐标 之 分 母 公 倍数 为 必 的 点 只 有 有 
限 个 ,所 以 fx] 是 8 的 周期 点 , 即 Q"/ ~CP. 

设 [x] € P， 则 存在 正 整 数 《 使 g*[x] 一 [xz] ， 即 

(At— FE)x= yeZ. 
已 设 4 的 特征 值 不 在 复 平 面 的 单位 圆周 上 ， 所 以 A4* 不 以 1 为 特 
征 值 ， 于 是 A 一 E 有 逆 (4At 一 E)', 上 且 元 为 有 理 数 。 因此 ， 
x*—= (At— E)'ye Q’, 
即 fzl]eQ@"/~， 所 以 PCQ*/~. 时 

定义 是 紧 度 量 空间 ，f:XX 一 XX 是 同 肝 或 连续 有 映射， 点 
xcEX， 过 zx 的 正 半 轨道 {f"(x),， 4 之 0} 的 极限 点 叫做 * 的 极 
限 点 。* 的 全 体 吕 极限 点 组 成 的 集合 称 为 x 的 咱 极 限 集 ， 记 
作 L。A(wx)， 即 

Lelx) = {y EXI3m7 十 00 使 fri(x) 一 分 ， 
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令 Lo 一 U Lolx), 称 之 为 f 的 o 极限 集 ， 


车 是 同 昧 , 则 定义 有 的 @ 极 限 集 为 六 的 o 极限 集 , 即 
L(x) 一 {y €E X13nF7 十 wo 使 ?i(x) 一 分 。 


再 令 Z。 一 LU Leo， 称 工 为 了 的 c 极限 集 . 


如 果 了 是 同 豚 ，+ 的 极限 点 集 是 指 上 L 一 L。UL。; 如 果 了 是 
连续 喘 射 但 不 是 同 胚 , 称 L 一 L。 为 f 的 极限 点 集 。 

显然 极限 点 集 包 含 周期 点 集 , 即 PCZ。 

例 2 平凡 动力 系统 中 任 一 * € 天 都 有 

L(x) 一 了 CD) 一 7 
从 而 二 一 和 。 北 极 映 射 导出 的 离散 动力 系统 有 
LAN)= LN)= N, L$) = LL,.(5) = 5, 
对 YVxyEX，x 天 NS， 有 
Lao(x) = $5, L(x) 一 人。 

所 以 工 一 {N, 5}。 对 以 上 两 个 价 子 都 有 P 一 L。 T?* 上 的 旋转 
动力 系统 f 当 9 为 无 理 数 ,9 为 零 时 L 一 7T', 而 PP 一 8. 

定义 X 中 的 集合 E 称 为 是 f 不 变 的 ,如果 fE = E。 

命题 2.2 X 是 紧 度 量 空间 ，f:X 一 是 连续 映射 ，x EX， 
则 集合 Ls。(x) 有 性 质 : 非 空 \ 闭 、 了 不 变 。 

证 明 因 X 紧 ,显然 Lo(*) 非 空 。 闭 性 由 定义 可 得 。 下面 证 
f 不 变性 , : 

由 了 的 连续 性 ,显然 有 代 。(x)CL。(x)。 下 面 证 

Lo(x) CfLolx), 
设 ye Le(x)， 只 要 证 3z €E Ls。(x), 使 
f(z) = y. 
取 nA 十 oo 使 fri(x) ->y， 考虑 序列 {fr"i"1(x)}，。 它 有 收敛 子 
列 
fri (x) EX。 
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于 是 *E Lo(x)。 由 fei(z) 一 f(z) 得 fs) 一 y。 量 
注 ; 若是 同 胚 ,还 有 完全 平行 于 命题 2.2 的 关于 L(x) 的 
结论 ， : 
定义 X 是 紧 度量 空间 , f:X 一 XX 是 连续 映射 。 称 点 * €E XX 
为 1 的 游荡 点 ,如 果 存 在 * 的 一 个 开 邻 域 U， 使 集合 f"(U)(x 之 
0) 两 两 不 交 、 称 点 ”&€ 为 f 的 非 游 荡 点 ， 如 果 它 不 是 f 的 游荡 
点 ， 了 于 的 一 切 非 游荡 点 组 成 的 集合 称 为 了 的 非 游荡 点 集 ， 记 作 
Q(f)， 显然 
2 一 {zeXl 对 xz 的 任 一 开 邻 域 已 ， 存 在 人 《> 0， 
使 FtUNU 产 艺 }. 
若是 导 有 ,由 于 有 
六 VIMnD 关 儿 <>UnP 关 全， 


所 以 
Q() 一 {x€ X| 对 * 的 任 一 开 邻 域 U， 存 在 《去 0， 
使 KUNU 郑 8}. 
例 3 北极 映射 以 点 N 与 5 为 非 游荡 点 ,而 任 一 x EXX, x 关 
N，38 是 游荡 点 ,所 以 
ol) = {N, 5}. 
前 面 已 指出 过 ， 对 连续 映射 有 了 CL 下面 还 将 看 到 LC 


定理 2.3 XX 是 紧 度 量 空 间 , f:X 一 XX 是 连续 映射 , 则 

(1) LeAf)C2Kf)， 从 而 8( 有 站 $8， 

(2) 2( 有 n) 是 闭 的 ， 

(3) f8()CQ8(f); 若是 同 胚 , 则 12(f) 一 20(7). 

证 明 (1) 设 y€ Le 和， 即 有 xEX,y€ Ls(x)， 我 们 来 
证 y€ 0(j)， 考 虑 7》 的 任 一 邻 域 U0, 正 整 数 m,*，m > 六， 使 
jzy ftx€U, 于 是 x€Ef "U0，x&f 0， 从 而 

f "UN UG, f" UNUVUA YS. 

所 以 y € 980。 
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《2) 由 游荡 点 定义 , 游荡 点 集 X\Q(f) 是 开 集 ， 故 非 游荡 点 
桌 20( 有 ) 是 闭 集 , 
(3) 设 x€E 8(f)， 考 虚 点 f(x)。 取 f(x) 的 任 一 邻 域 吕 ， 则 
人 0 是 zx 的 一 个 邻 域 。 于 是 3x > 0， 使 
六 (CPUVO0 扩 了 天 区 ， 
从 而 fr*UNU 大 8， 即 f(x)&€ 8(1)。 所 以 
120(f) C0), 
车 f 是 同 胚 ,对 广 ! 用 以 上 结果 得 
ff CQ ). 
对 于 辣 奴 四 
2()) = 2(7°), 
所 以 又 有 
oc. 
下 面 的 定理 给 出 2《f) 的 另 一 等 价 定义 ， 
定理 2.4 了 工 是 紧 度 量 空间 , f:X 一 XX 是 连续 映射 , 则 
Q(f) 一 {xéEX| 对 * 的 任 一 邻 域 U， 与 任 一 N 0， 
存在 ”之 N, 使 ff"*VUNUz 2} 
证 明 显然 等 式 右 端 之 集合 是 8( 了 ) 的 子 集 。 为 证 相反 的 包 
含 关系 , 设 xE 2(f), U 是 zx 的 一 个 邻 域 ，N > 0。 如 果 * 是 的 
周期 点 , 则 显然 有 某 个 x 宇和 N, 使 
I"UNUz S., 
如 果 * 不 是 f 的 周期 点 ,我们 取 > > 0， 使 球形 令 域 B(x, ?1)CC 
U。 下 面 来 证 ,存在 5,，0 二 5 < >， 使 
B(x, Nf B(x, 6)— %, | 
对 一 切 i 一 1,-…,N 一 !。 事实 上 ,车 没 有 以 上 断言 中 的 6, 则 


对 于 mm 之 工 ， 即 -上 二 + 就 存在 x 与 某 个 i， 1 <i 亏 N 一 
多 ni 
1, 使 


zs€B te 二 ) NfisB (2, 二 ). 


ve 
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于 是 有 自然 数 序列 tw;} ,一 oo 了 时 志 一 00, 使 和 一 玉生 < 
一 1， 对 一 切 j。 峰 ns ,上 ), (Cx, ) € ， 
对 一 切 j 从 而 xo,€ B(x !) FAC,) € B(x !), 
于 是 zw 一 xz， 且 f(xs,) 一 +。 由 了 的 连续 性 得 人 (x) 一 +， 这 与 
* 不 是 了 的 周期 点 矛盾 。 所 以 断言 得 证 ， 因 x€ 8( 人 ,一 - 定 存 
在 某 个 之 1， 使 . 
B(x, 6)Nf "B(x, 5) 入 6. 
于 是 此 之 N。 这 就 证 明了 3m 之 N， 使 
f"UvNUz 2s. 
如 果 ff 是 同 胚 ,显然 非 游 荡 点 集 可 定义 如 下 : 
2(1) 一 {x EX| 对 * 的 任 一 令 域 0 与 任 一 NN > 0， 
存在 ?志方 使 fhUNU 过 $8}. 


$ 2.3 ”动力 系统 的 极 小 性 


定义 xX 是 紧 度 量 空间 ， 称 同 胚 /:X 一 XX 或 动力 系统 了 是 

极 小 的 ,如 果 对 VzeX，x 的 了 轨道 
Oi(x) — {f"xln€ 2Z} 
在 了 中 稠 . 

例 1 平凡 动力 系统 是 极 小 的 当 且 仅 当 X 只 含 一 个 点 。 北极 
映射 f 不 是 极 小 的 ,因为 P(f) 二 爷 ， 环 而 T?* 上 的 旋转 动力 系统 
1， 当 其 中 6 与? 有理 相关 时 不 是 极 小 的 。 

例 2 环 面 天 上 的 旋转 f:T? 一 72， 

ffzl, [7]) 一 ([x 十 061, [y 十 9])， 
当 6 与 9 有理 无 关 时 , 任 一 轨道 在 T* 上 称 ， 从 而 f 是 极 小 的 ， 

证 明 考虑 7T* 上 充分 光滑 的 函数 信 [x], [7?])，ACr, y) 表 
示 它 在 尽 上 的 开拓 ，h(x,y) 是 +,Y 的 周期 函数 ， 周 期 为 1， 将 
愉 x,y) 展 成 富 氏 级 数 ,得 到 
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Kx， y) 一 a 十 3 OA elisttay), 
et 1 0) 
先 来 证 明 多 x,y) 沿 了 的 轨道 
= {C[x + #9], [y+ np1)ln et 2} 


的 平均 值 
lim > 二 : i 这 Kl[xo+ j01, [yo + jp]) 
事实 上 ， 
元 二 3 A({zx,+ j01, [yo jp1) — a, 
Y 
1 a ~ i2x x j 
22z 十 1 之 ,和 ke 人 oaeren. 
(R12)C0,0} 
BE 
取 天 使 《” >) jain,| 过 一 ,于 是 
1 hi> K 2 
上 式 生 1 3 > appoe ksothayotitortn!| 十 电 
2 二 1 了 一 一 下 {11+i Rl 
《1 2) 二 (0020) 
1 > 
二 i2x( 大 ly8 十 太 290) 
~ 2 十 1 hi 人 Gate " ° | 
Ctsk2)#0070) 
2 8 
11 一 elm (oth)] 十 2° 


因为 9 十 hg 关 0Cmod1)， 政 当 # 充 分 大 时 ,上 式 中 前 一 项 小 
于 六. 这 就 求 得 了 平均 值 。 
如 果 轨 道 0; 在 7 上 不 稠 , 则 存在 T+ 上 的 邻 域 B 使 其 中 没有 
Oj 的 点 。 取 8 内 小 邻 域 B,， 令 从 x,y) 充分 光滑 ,满足 8。 上 取 
:305% 


值 为 1,， 8 外 取 什 为 零 ，B\Bs。 上 取 正 值 。 于 是 ao 关 0, 但 沿 轨 
道 0; 的 平均 值 为 零 ,矛盾 . 


$2.4 拓扑 传递 性 


本 节 中 的 X 份 袁 示 紧 度量 空间 。 
下 面 讨论 的 拓扑 传递 性 是 一 个 较 极 小 性 为 弱 的 性 质 . 
定义 ” 称 同 胚 f:X 一 XX 为 拓扑 传递 的 , 如 果 存 在 某 个 xe X， 
使 轨道 
Os(x) — {f(x)In€ 2} 
在 X 内 科 . 
称 连续 映射 :XX 一 X 为 单 边 拓 扑 传 递 的 ,如 果 存 在 基 个 x € X、 
使 正 半 轨 道 
OF (x) = {f(x)|n > 0} 
在 XX 内 称 . 
以 上 两 个 概念 对 同 胚 都 有 意义 。 由 定义 ， 一 个 同年 是 单 边 拓 
扑 传递 的 必定 是 拓扑 传递 的 ， 但 拓扑 传递 不 一 定单 边 拓扑 传递 。 
例 1 序列 空间 > 中 的 符号 动力 系统 9 是 拓扑 传递 的 ， 也 是 
单 边 拓扑 传递 的 。 
例 2 设 X 一 | 1 一， 1 一 二 
扑 。 定义 同 肘 f:X 一 X 如 下 : 
{0) ~= 0， {1) 一 1， 
f 将 任 一 点 *e X\{0, 1} 映 为 其 左边 的 一 点 ， 则 了 拓扑 传递 ， 但 
不 单 边 拓扑 传递 ， 事 实 上 , 取 * 关 0, 1, 它 的 了 轨道 
Of = {f"Cx) ln € 2Z} = X\{0, 1} 
在 X 内 稠 , 故 拓扑 传递 ;显然 f 不 单 边 拓 盾 传递 ， 
下 而 先 分 别 给 出 两 个 定义 的 一 些 等 价 说 法 ， 然 后 讨论 它们 之 
间 的 关系 ， 


4 之 2, 取 由 尽 导出 的 折 
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定理 2.5 对 于 紧 度 量 空 间 X 上 的 同 胚 f.X -> X， 以 下 结论 
等 价 : 

《1) 1 是 拓扑 传递 的 ; 

(2) 若 下 是 X 的 闭 子 集 ， 使 fE 二 E， 则 EX 或 E 无 处 称 
( 则 若是 苹 的 开 子 集 ,使 fU 一 U， 则 U = 8 或 0 黎 ). 

(3) 若 U,V 是 非 空 开 集 , 则 存在 x€ Z， 使 

1 fn # %, 

证 明 《1 = 全 (2): 由 定义 ，3axeX， 使 Okxo) 在 X 内 
笛 。 设 U 是 XX 的 开 子 集 , U 产 B， 则 3weZ， 使 fm(x6)EU.。 
因为 如 一 5， 所 以 OKw)CU， 从 而 UU 在 多 中 黎 ， 

(2) 一 > (3): 车 开 集 U 冯 5, 则 UJ fr"U 也 是 非 空 开 集 ， 且 


二 一 % 


} 不 变 , 由 (2), 它 在 X 内 稠 。 因 了 是 非 空 开 集 , 所 以 ， 
U frUNV #9, 


Nem 


即 3ne Z， 使 
PUNV FY. 

(3) 一 > (1):X 是 紧 度量 空间 ,有 可 数 基 Di D:，…， 0。 ………。 
令 集 合 


F, 一 (J f"v, (n= 1,2,..'), 


阳 二 一 ce 


它们 都 是 非 空 、 开 的 、f 下 不 变 的 。 并 且 由 (3)F。 还 是 稠 的 ， 它 们 
的 交 门 F。 非 空 ， 这 是 因为 否则 


=1 


U X\F, = 站 F, =— X, 
二 端 是 可 列 个 无 处 称 集 (开镜 之 补 ) 之 并 ,是 第 一 钢 集 ,而 右 油 是 完 
备 度 量 空间 ,是 第 二 岗 集 , 凶 盾 ， 我 们 取 we 门 F,, 则 O01Cw) 在 
X 中 稠 。 这 是 因为 
,3 。 


xzo6E 了 ,一 U PPUOCz = 1,2,...). 


从 而 3m, EZ 使 x Ef"eU,(n 一 1,2,.…-)， 即 
fi"sxE Un = 1,2,...), 

亦 即 Of(xz) 一 {f"Cxo)jne 2} 在 X 中 稠 。 所 以 /是 拓扑 传递 
的 . 

为 了 得 到 单 边 拓 扑 传 递 的 类 似 定理 ， 需 要 设 连续 映射 为 满 
的 , 即 的 一 X。 另 外 注意 , 若 ECX， 则 

已 CE <>I1ECE. 

定理 2.6 设 连 续 映 射 f:X 一 XX 满足 条 件 fX 一 关 ， 则 以 下 
结论 等 价 : 

(1) f 是 单 边 拓扑 传递 的 ; 

(2) 若 E 是 X 的 闭 子 集 ，ECfT'E, 则 EE 一 X 或 E 无 处 称 ( 即 
若 U 是 XX 的 开 子 集 , f'UCU， 则 U = 或 0 移 ); 

(3) 若 U,V 是 非 空 开 集 , 则 存在 x 之 1, 使 

fr "UNTV= . 

证 明 《〈1) = 他 (2): 由 定义 , 3w EX，, 使 {天 (wo)In 宇 中 在 
XX 中 筒 . 设 E 是 闭 集 ， 车 EE 含 非 空 开 集 V, 则 4 之 0, 使 ftx。E€ 
7CE。 因 fECE， 所 以 

{f"xoln 之 A}CE, 
而 {Cw)1r 宇 一 XX, 所 以 
{xos fros: ,flxo} UE = X. 
在 等 式 两 端 以 了 作用 ,注意 条 件 1X 二 X，fECE, 得 
{fro， ,ft x} UE=X, 

重复 以 1 作 用 ,得 E 一 X， 若 E 闭 ,不 含 非 空 开 集 , 则 E 是 无 处 称 

(2) 一 >(3): ” 设 U,V 是 非 空 开 集 , 因 JX 一 X, 所 以 集合 
UU fi*U 是 非 空 开 集 , 且 
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{1(U "U2 NN fo. 
由 (2)，U f7"U 在 X 中 称 ， 于 是 3m > 1， 使 
f-"UNV #8. 
(3) = 之 (1): 取 X 的 可 数 基 {U0,, 4 一 1, 2,.…}， 则 集合 
F, = U f°"U,Cn 1, 2………) 


m=1 


是 非 空 . 开 集 、f 不 变 , 由 (3),F, 是 X 中 秋 集 , 它们 的 交 非 空 ， 取 
Xo€ 全 忆 。， 则 xzo6 Fn 一 1，2，…)， 于 是 3m, 之 1， 使 


x06E 三 mat1 (2 一 1 2)， 
即 Peroe De 一 12)， 所 以 
Ox) = {f"Cxo) ln > 0} 
在 X 中 稳 . 上 
由 下 面 的 例子 可 以 看 到 定理 中 的 条 件 /X 一 X 是 不 可 少 的 . 
例 3 令 X 一 世上 > 二 utol， 取 实数 轴 导 出 的 拓 朴 。 定 
义 f:X 一 X 为 
KO) =0, 人) 一 i120 
航线 {f"(1)1s > 0} 在 X 中 乎 ，f 是 单 边 拓扑 传递 的 ， 但 (2) 不 
成 立 , 因 为 取 X 的 闭 了 集 E 一 X\{1}, 显然 ECf"'E， 但 E 陶 X， 
E 也 非 无 处 入 
以 下 定理 给 出 , f 为 同 胚 时 两 种 传递 之 间 的 关系 。 
定理 2.7 设 1:X 一 X 是 同 还 , 则 了 是 单 边 拓扑 传递 的 擂 > 
i 是 传递 的 且 2(f) 一 XX 
证 明 ”我 们 先 证 “一 >””， 上 是 单 边 拓扑 传递 的 ， 故 3m 使 
{Cm) in 之 0} 在 X 中 稠 ,从 而 了 是 拓扑 传递 的 。 如 果 9(C1) 二 X， 
即 1 有 游荡 点 ， 则 必 存 在 非 空 开 集 U， 使 集合 1"0，ne Z 两 两 
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不 交 。 对 于 开 集 已 ， 必 有 某 个 pw 守 0 使 rxo)eEU， 从 而 
Pra x) EE ja 一 0，1，…)。 
所 以 只 余下 和 个 点 : xo, 帮 z)，…，j (xz) 属于 无 穷 多 个 不 交 
的 开 集 广 "V(m 一 1， 2)， 这 与 {f(xo)|n 实 0} 在 X 中 稠 
矛盾 。 
再 证 “< 一 ”。 已 知 是 拓扑 传递 的 ， 又 80(f) 一生， 我 们 应 

用 定理 2.6 中 的 (3) 来 证 明 f 是 单 边 拓扑 传递 的 。 设 U,V 是非 空 
开 集 ,需要 找 一 个 《 1, 使 ftUNV 二 8B。 根据 定理 2.5 中 的 
(3)，3NE ZZ， 使 

IUNV=Wz GO. 
如 果 N 二 0， 则 已 找到 ;如 果 N 宇 0， 由 于 8(f) 一 XX， 根据 
定理 2.4, 对 开 集 WW, 3x 宇 N 十 1, 使 f "WNWz 名 ,但 

f “MUNVOf "WNwW, 

所 以 

f ”MUNVz YG. 
取 一 xn 一 NN 之 1 即 可 昌 


$2.5 拓扑 混合 性 

定义 X 是 紧 度 量 空间 ，f:X 一 X 是 同上 胚 , 称 1 是 拓扑 混 
合 的 ， 如 果 对 任意 两 个 非 空 开 集 0, VCX， 存 在 N, 使 当 = > 和 
时 ， 

Fn7 Sz 9. 

定理 2.8 若是 拓扑 混合 的 , 则 了 是 拓扑 传递 的 

证 明 由 拓扑 混合 的 定义 立刻 得 到 定理 2.5 中 (3) 成立， 所 
以 了 是 拓扑 传递 的 ， 重 

上 节 中 已 讲 到 过 符号 动力 系统 "是 拓扑 传递 的 ， 下 面 可 以 看 
到 它 有 更 强 的 性 质 ， 

命题 2.9 ”序列 空间 > 中 的 符号 动力 系统 0 是 拓扑 混合 的 ， 
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证 明 设 U,V 是 3 中 的 非 空 开 集 ， 取 ae 品 , 6 EV , 则 存在 
柱 集 Un(a) 与 Un(5), 使 
UDUn(la) = {() ESIx = 4, lil<N)}, 
VOUNDD = {(2) EZ|x—b, lii<N}. 
于 是 
- oeUNVOoUNCA)NUNGG), VneZ. 
而 当 # 之 2N 十 1 时， 
o"UnCa)N UnCb) = {C2) € 51x; = bi, 
li <N, si— airns |j+ nl <N}z YG. 
所 以 当 wn 宇 2N 填 1 时 , or"U 站 V8. 和 
注 : 在 34 中 符号 动力 系统 0 不 一 定 是 拓扑 混合 的 。 


例 ! 令 P 一 人 1,2}, 4 一 (。，)， 取 34 中 开 集 U,V 


如 下 : 
,1 ……)}， 


V = {EExdn m2} = {2,22 ))}. 
显然 对 任意 这 
orUNV = UNVY = 8g, 

下 面 对 和 矩阵 4 加 条 件 ， 使 "在 4 上 是 拓扑 混合 的 。 不 失 一 
般 性 ， 设 矩阵 4 的 任 一 行 或 列 都 有 元 素 非 零 ， 因 为 否则 某 个 am 在 
序列 中 不 出 现 , 可 以 认为 集合 

P= {l,i OT—1,iTi,.…, A}, 
即 此 时 P 卫 只 包含 《一 1 个 元 素 , 令 了 一代 ,…,《 一 4 即 可 ， 

定理 2.10 o.34 一 54 是 拓扑 混合 的 寺 > 存 在 整数 M > 0， 
使 4 之 0 ( 即 4 的 一 切 元 《A*X);; 蕴 正 ). 

证 明 不 难 对 w 用 归纳 法 验证 以 下 断言 《4”)i > (4 <> 存 
在 一 个 由 了 = {1,…, } 中 的 整数 组 成 的 关 十 1 个 数 的 有 序数 
组 : co，cn， 满 足 ; 


(1) Oy dn — 1 
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(2) 4 一 1 OSH 1, 
下 面 证 定理 。 一 之 成立， 因为 5 中 柱 集 
Ui=— {C(x EFsdn=i} (i=1,...,k) 
非 空 ,由 设 o:34 一 24 是 拓扑 混合 的 ,所 以 对 任意 i,je {1,……， 
人 外， 存在 整数 Ni， 使 当 ?> Ni 时 ， 
o"Uif UV; YG. 
设 序列 《a) €orDN0;， 则 oo- 就 满 呈 上 述 断 埋 中 的 
条 件 (1) 与 (2), 从 而 (4)i 0。 取 N 一 maxNi, 当 M> 六 时 就 
有 A > 0。 
= 成立。 因 和 矩 阵 4 的 每 一 行 、 每 一 列 都 有 元 素 为 1, 又 假设 
对 某 个 M> 0 有 和 妈 > 0, 从 而 对 一 切 m 之 M,A”"0. 取 34 中 
两 个 开 集 U 与 VY，(a)eE U0,，(5)eEV。 则 存在 入 使 得 柱 集 
Un(a) = {(x) € Balxi ~ qi lil SN}CU, 
Un(b) = {(x) E24lx; ~— b;, lil NI}CV. 
对 于 一 切 # 守 2N 十 M, 则 2 一 2 M， 所 以 4 人 >>0. 记 
# 一 2N 为 m， 由 上 述 断 言 ， 可 以 找到 P 中 整数 作成 的 有 序数 组 
co，-……，Cm， 满足 
(1) co= by, Cc» — a_n; 
(2) A 一 1(&=0,1,.…-m— 1). 
于 是 存在 34 中 的 元 素 (z) 有 以 下 形式 : 
(z) = (+-*, b., 2 bys Cis***, Cm-is 
CN G0 "°°, ans**"*), 
显然 此 (x) EUNo*V。 所 以 9 在 234 上 是 拓扑 混合 的 和 
拓扑 混合 与 豚 小 都 是 较 拓 扑 传递 为 强 的 性 质 ,至 于 它们 之 间 ， 
我 们 注意 到 ,了 上 的 移 位 自 同 构 。 是 拓扑 混合 的 ， 但 不 是 极 小 的 ， 
因为 它 有 周期 点 (在 下 一 章 中 我 们 还 会 看 到 T* 上 的 双 曲 自 同 构 也 
是 拓扑 混合 的 ,但 我 们 已 知 它 不 是 极 小 的 ， 因 为 它 也 有 周期 点 )。 
而 环 面 T: 上 的 旋转 ， 当 6 与 中 有理 无 关 时 是 极 小 的 ,但 显然 它 不 
是 拓扑 混合 的 ， 
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第 三 章 ”结构 稳定 性 与 双 曲 性 的 初步 讨论 


上 一 章 中 讨论 拓扑 动力 系统 的 性 质 ， 着 重 研 究 的 是 :一 个 系统 
的 轨道 的 渐 近 行为 。 

本 章 讨论 微分 动力 系统 的 性 质 ， 着 重 研究 一 个 系统 作 微 小 变 
动 后 所 得 系统 与 原 系统 的 关系 ,也 就 是 所 谓 的 结构 稳定 性 问题 。 
我 们 将 通过 具体 的 典型 例子 讨论 结构 稳定 性 与 双 曲 性 的 关系 ， 

本 章 也 是 主要 研究 离散 的 微分 动力 系统 , 即 微分 同 目 ,但 也 有 
一 些 对 于 流 的 讨论 。 


$ 3.1 结构 稳定 性 的 概念 


我 们 先 给 出 微分 同 胚 结构 稳定 的 定义 . 

定义 设 M 是 紧 的 光滑 流 形 ，4; M 一 M 是 微分 同 且 ， 如 果 
存在 4 在 Diff(M) (全 体 MH 上 的 C: 微 分 同 胚 作成 的 空间 ) 中 的 
一 个 邻 瑾 怕 ， 使 任 一 微分 同上 Be 5， 皆 与 4 拓扑 共 恩 ， 则 称 微 
分 同 蚂 4 在 C! 拓扑 下 结构 稳定 . 

我 们 在 第 一 章 中 指出 过 ， 两 个 同 胚 拓扑 共 谣 时 ， 它 们 导出 的 
两 个 离散 动力 系统 的 主要 性 质 (拓扑 性 质 ) 是 相 辐 的 ， 所 以 车 4 结 
构 稳 定 ， 则 对 它 作 微小 扰动 并 不 会 改变 导出 的 离散 动力 系统 的 主 
要 性 质 。 

下 面 给 出 微分 方程 结构 稳定 ， 或 方程 的 流 即 连续 动力 系统 结 
构 稳 定 的 定义 ， 

定义 ”对 于 光滑 紧 流 形 M 上 的 微分 方程 + 一 f(x)， 如 果 存 
在 向 量 场 了 在 乳 (M) (全 体 对 上 的 :C5 向 量 场 构成 的 空间 ) 中 
的 一 个 邻 域 ， 使 得 邻 域内 任 一 向 量 场 8 所 导出 的 流风 与 f 所 导出 
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的 流 蜂 拓扑 等 价 , 则 称 此 微分 方程 在 C! 拓扑 下 结构 稳定 或 简称 系 
统 (M , p) 结构 稳定 ,也 称 流 9 结构 稳定 . 

第 一 章 中 我 们 已 看 到 拓扑 等 价 的 流 有 共同 的 拓扑 性 质 ， 所 以 
若 流 9 结构 稳定 ， 则 对 于 导出 它 的 向 量 场 了 作 微小 的 扰动 不 会 改 
变 流 的 拓扑 性 质 。 

下 面 的 几 个 例子 中 ， 流 形 M 都 比较 简单 ，C: 拓扑 很 具体 .对 
于 一 般 的 流 形 M ，C: 拓扑 以 至 于 C" 拓扑 将 在 本 章 的 最 后 来 阐明 ， 


3.2 圆周 上 的 微分 同 胚 的 结构 稳定 性 


我 们 先 讨 论 圆周 上 的 一 个 最 简单 的 微分 同 胚 一 一 旋转 。 
例 1 在 实数 轴 尽 上 定义 等 价 关 系 “~”; 
XxX~ yr+—y€ QZ. 
商 空间 民 / ~ 是 圆周 , 记 作 T1， 微 分 同 肚 
A. Ti>T!, A([x])= [x+t0], 

其 中 6 为 常数 , 则 称 此 4 为 圆周 T! 上 的 旋转 ，9 叫 旋 转角 ,显然 
两 个 旋转 4 与 隶 的 旋转 角 6 与 2. 满足 0 一 0(modl) 时 ， 么 一 
4 : 


当 6 为 有 理 数 ，6 一 二 (p, 9 互 素 ) 时 , 动力 系统 4 的 每 一 轨 


道 只 有 9 个 点 ,每 一 个 点 是 4 周期 点 ， 

当 6 为 无 理 数 时 , 4 的 每 一 轨道 在 T! 上 稠 。 , 

由 此 立刻 可 以 断言 : 无 论 旋 转角 6 是 有 理 数 或 无 理 数 ， 微 分 
同 胚 旋转 

A: Ti->T!, Alx]= [x + 0] 

都 是 结构 不 稳定 的 。 

下 面 讨论 圆周 T! 上 一 般 的 保定 向 微分 同 胚 ， 

定义 ” 贺 周 T! 上 的 微分 同 胚 4 称 为 是 保定 向 的 ,如 果 对 Yy,， 
ys J3《T! 都 有 4 4y，49 与 并 ;yy3 同 方向， 
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例 2 考虑 环 面 T: 上 的 微分 方程 

人 w(x, y), 

少 一 oaz(Cx， 7y)， 

车 wy ozxe C!, 又 由 和 0， 则 相 除 之 后 开拓 到 尽 : 上 的 双 胃 期 微 
分 方程 ; 


x» y€ TT, 


dy lx, y), 1 一 之 ， (1) 
dx Co; 


由 于 x(x, y) 在 R* 上 有 界 , 连 续 , 对 7 有 有 界 连续 偏 导 数 ， 所 以 
一 切 解 可 以 无 限 延 拓 到 (一 co ,十 co)， 
我 们 来 定义 一 个 RR 上 的 映 
射 4。 对 任意 me 及 ， 取 方程 
《1) 过 ?了 轴 上 点 40，y) 的 解 曲线 
y= yx,y), 令 Ay—7(1,%). 
显然 觅 射 4: R>R 是 尺 上 的 微 
分 同 胚 。 因 方程 (1) 有 局 期 性 , 故 
可 由 4 导出 7! 上 的 微分 同 胚 , 仍 
记 作 4。 显然 4: T'~>T! 保定 
3.1 向 (如 图 3.1), 
我 们 称 此 4: 7 一 7 是 环 
面 T? 上 微分 方程 导出 的 Poincar 映射 。 
讨论 圆周 T! 上 保定 向 微分 同 胚 时 ， 为 了 方便 常 将 4 开拓 到 
RR 上 ,得 到 尺 上 的 微分 同 旺 , 仍 记 作 4。4 具有 性 质 ; 
(1) A(y + 1)= A(y) 十 1 
(2) A(y)>0 (yi > y=> Ay, > 4Ay,), 
由 以 上 性 质 , 立 刻 可 以 得 到 关系 式 : 
Aly + = 4(y)+% 
A"Cy 1) A"(y) + 1, 
A"(y 十 有 一 如 人) 十 


入 > y= A'y, > Aiy,, 
这 些 性 质 后 面 常 要 用 。 显然 上 述 开 拓 不 唯一 、 但 是 任意 两 个 开 丘 
之 差 为 一 整数 ， 
定义 ” 称 国 数 a(y) 一 4(y) 一 y 为 4 的 角 函 数 。 
显然 , aky) 是 1I- 周 期 函数 , 宙 开 拓 4 所 确定 ， 
命题 3.1 对 任意 保定 向 微分 同 有 是 4: T!->7T! 的 开拓 4, 极 
限 
lim “C72 + oCAy) 二 十 AL 2 
Kw 
存在 , 且 与 ”无 关 ( 帮 可 称 此 极限 信和 为 开拓 4 的 旋转 
证 明 (1) 记分 子 为 0 即 令 
ay tady) TAA) Ay) 一》 
我 们 来 证 ,对 于 任意 两 点 y 与 %, 有 
laxy) 一 org) 1 


这 是 因为 

Lai(y1) 一 ar(y) = [AKCy) — AY)] — Cy ~— »)), 
而 AtCy) 一 AKy,) 与 1 一 同 号 ,又 供 将 长 为 1 的 区 辣 贞 
成 长 为 1 的 区 间 ， 所 以 上 式 当 jy 一 yi 三 1 时 成 立 。 再 应 用 
a Cy) 的 1- 周 期 性 ,上 式 对 任意 成 立 。 

由 此 不 等 式 可 知 , 若 有 一 点 y 使 命题 中 极限 存在 , 设 为 k， 则 
对 任意 7， 极 限 都 存在 , 且 为 4。 

《2) 以 mx 表示 使 以 下 不 等 式 成 立 之 整数 

mi a0) 一 mi 十 1， 


于 是 ,对 任意 7 
[ai Cy) —mxl < 2， 
从 而 
orly) Ld 2 
ERI 
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aa) “ 
所 以 一 二 属于 区 间 oi 一 | 一 一 一. 注意 区 间 只 长 


度 为 充 当 &->co 时 , 趋 于 零 。 


ai(77) 
(3) 因为 一 天 一 是 以 下 1! 个 数 : 
atC44y) 
一 起 一 ， 1 一 0, ,1 一 1 
. axly) an Cy) 、 
的 算术 平均 值 , 而 对 任意 y， 有 -在 ok 中 ,所 以 - 大 也 在 区 间 


1(y) 


a 
a 之 中 。 类 似 好 ,一生 在 om 之 中 。 于 是 区 间 oi 与 ai 相交 . 


an 
(4) 由 (2) 与 (3), 序 列 一 极限 存在 ， 由 (1) 知 极限 与 无 


关 , 时 
定义 ”对 于 保定 向 微分 同 胚 4: 天 一 7 ， 称 以 下 数值 4 


k= lim a) + a Ay) (mod1) 

ts t 
为 其 旋转 数 ,上 式 中 4 是 4: 也 一 六 的 一 个 开拓 . 

例 3 例 1 中 的 保定 向 微分 同 胚 一 一 旋转 4: 7T'>7! 的 角 
丽 数 aly) 一 0， 所 以 旋转 数 上 一 9(mod1)。 从 而 例 1 已 经 给 出 
了 旋转 数 “为 有 理 数 与 无 理 数 的 例子 ， 


定理 3.2 ”车 T: 上 保定 向 微分 同 胚 4 的 开拓 4 的 旋转 数 为 有 
更 数 了 《pg 互 素 ,9 > 0), 则 3y,e [0, 1]， 使 


AYy)= yt p, 
从 而 4 有 周期 点 。 
证 明 若 对 Yys [0,1] 有 4asky) > p， 则 因为 m 是 y 的 连 
续 1- 局 期 函数 , 故 36 > 0, 使 得 对 一 切 ye [0, 1]， 从 而 使 得 对 
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VYyER 有 
ag(y) ~p+8, 


即 有 
Ar(y)>>y 十 p 十 8。 
递 扒 可 得 
A%(y) > y+ Kp+ 8), 
于 是 有 
araly) > kp + p), 
从 而 
elr(y) p+B p 
本 
这 与 原 设 矛盾 ， 


同 理 可 得 ,对 Vye [0, 1]，cv(y) 二 p 亦 不 可 能 . 

总 之 ，3%《 [0, 1], 使 oj) 一 p,， 凤 yo 是 4 的 周期 点 上 
下 面 给 出 定理 的 逆 命 题 ,但 更 为 细致 。 

定理 3.3 T! 上 保定 向 微分 同 肽 4 有 4 周期 点 (9 为 正 整数 ) 


之 4 的 旋转 数 p 一 有理 数 《mod1),，p 与 9 互 案 , 


证 明 设 风 是 4 的 4 周期 点 二 > 对 开拓 4, 存在 某 个 整数 
使 49(9) 一 加 二 = 沪 对 Vn€ NN (自然 数 )，A”*(%) 一 十 
np 于 是 
pw = lim Le 一 加 一 5 Cmodl), 
po ng 


如 果 p,q 不 互 素 -全 36 N，9q,€ N，pir EZ, 使 
p= kp, 9 =— kg 
因 4 是 周期 ，g < 9， 所 以 A41《y0) 一 ykZ， 从 而 aMeZ， 使 
M< 一 4 一 mn 一 M 十 1， 
即 
为 十 M<A4( 二 和 十 M 十 1， 
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因为 49 严格 单调 ,又 
4 + R= An(y) + k, 
出 上 式 得 
An(y) + ME ASA(Y) ANANIT M+1, 
AtinyI + MA LAr VA) M+ 1, 
将 以 上 个 不 等 式 相 加 ,得 
yt KM < AY) SRT KRM+ 1). 


注意 
Atr(y) -vo 加 
4 kf 
由 上 面 的 不 等 式 就 得 到 
M<p<M+l, 
与 加 6 Z 矛盾 。 量 


推论 (1) T! 上 保定 向 微分 同 胚 有 周期 点 <> 其 旋转 数 4 
为 有 理 数 。 


(2》 T 上 保定 向 微分 同 胚 4 若 有 周期 点 (z 一 
素 ) 一 其 一切 周期 点 有 相同 的 周期 4. 
(3) 若 保定 向 微分 同 胚 4 的 开拓 4 的 旋转 数 为 


“lm 4 — - 
则 对 4 的 任 一 周期 点 yC4q 周期 ) 有 
447 一 》 十 也 
证 明 《1》 由 定理 3.2, 3.3 得 到 。 
《2) 车 不 成 立 则 与 定理 3.3 矛盾 。 
(3) 设 )y 是 4 的 4 周期 点 = 之 3m6Z， 使 dy 一 ) 十 六 因 
此 


卫 


人， bp， 9 互 


424y 一 ANlYyT mm) = Ay + my ms 
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从 而 
4 = y+ hm, 
所 以 
ete(y) m 
kg gy， m=p. 是 
定义 ”微分 同 压 4:T'->7T! 的 4 局 期 点 》 的 轨道 fy, 4y,…， 
Ar-!y} 称 为 49 阶 环 ， 如 果 4 在 处 的 导数 的 绝对 什 
IA9'(y)| 1， 
则 称 此 9 阶 环 为 非 退 化 的 ,或 称 4 周期 点 7 为 双 曲 的 ， 并 且 , 当 
[14"(y)| < 1(>1) 
时 , 称 此 环 为 稳定 的 (不 稳定 的 ). 
注 :由 导数 的 锁链 法 则 计算 得 4 在 点 4'y(i 一 0,… ,9 一 1) 
处 的 导数 全 都 相等 ,从 而 以 上 定义 是 合理 的 ， 
例 4 T! 上 的 旋转 4: 4[x] 一 [x 十 0]， 当 0 为 有 理 数 


时 ,一 切 轨道 都 是 4 阶 环 ,但 全 是 退化 的 。 或 者 说 ， 它 的 一 切 周 期 
点 都 不 是 双 曲 的 

定义 称 圆 周 上 的 微分 同 胚 4, 7T>T 是 一 个 Morse-Smale 
微分 同 卡 ,如 果 4 满足: 

(1) 8(A) 由 有 限 个 点 组 成 《从 而 8(4) 一 P(A)); 

(2) 4 的 一 切 周 期 点 都 是 双 曲 的 ， 

注 : Q(A) 由 有 限 个 点 组 成 二 > 8(4)CP(A4). 

证 任 取 y€8(4)， 因为 0(4) 是 4 的 不 变 集 ,所 以 

Aty, €E OC(A), R=0, t+, 


因 0C4) 中 只 有 训 限 个 点 ,所 以 am，ne Z，m 之 全 
A"yo = 4 一 > A "yo = yo, 


Bl yo€ P(A). 
例 5 旋转 4; T'>T'! 无 论 其 旋转 角 是 有 理 数 或 无 理 数 ， 
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都 不 是 Morse-Smale 微分 同 胚 。 

定理 3.4 Ti: 上 保定 商 的 Morse-Smale 微分 同 有 耳 是 结构 稳 
定 的 。 

先 证 明 两 个 引 理 。 

引 理 1 对 于 T! 上 保定 向 微分 同 胚 4 的 开拓 4, 旋转 数 “> 


互 (< 筷 ) 等 价 于 对 一 切 ye 10,1]， 
LL mm 
an(y) > 1 (an(y) < 1). 

证 明 下面 证 括号 外 的 命题 

= 之 : 若 3yo€ [0,11, 使 en(yo) 夺 7, 即 A"y 所 十 1 
从 而 递 推 得 

Atnyo 志 y 十 kn, 

于 是 | 


aimC Yo) Atm( yo) 一 yo 
km km 


所 以 & 达 世 ， 这 与 py >> 之 矛盾 
m 1 


化 
二 


< 一 : 因为 在 闭 区 间 [0,1] 上 ceo。(y) 之 nn, 故 3e>>0,， 使 
an(y) 守 zn 十 8， Vy€[0, 1], 
因 co。(y) 为 周期 函数 , 故 | 
an(y) 守 n+ 8, Vy€E(—00,0%), 
即 对 vyé€R, 有 
A"y 之 y 十 nn 十 8。 
重复 应 用 此 不 等 式 得 : 
Atmy — y > k(n + 8), k=1,2,..°*。 
所 以 
arm Cy) 六 十 8 
Tm > 
从 而 
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名 > .、 
4 将， 4 之 一 . 外 
人 


推论 着 T+ 上 保定 向 微分 同 目 4 的 旋转 数 一 全 (modt)， 
刘 4 的 任 一 9 阶 环 {y，Ay,…，A1-'y} 中 的 点 在 7! 上 的 顺序 与 
旋转 4: 0 一 | ?二 之] 为 任 一 轨道 上 的 点 在 T+ 上 的 烦 训 一 
样 ， 


引 理 2 (Sternberg) 设 同 有 凸 R,G:[0,1] 一 [0,1] 以 {0， 
1} 为 不 动 点 ,严格 递增 , 且 对 Vx€ (0, 1)， 
F(x) > x, G(x) > x (F(x) <x, G(x) < x), 
则 FE 与 G 拓 扑 共 思 . 
证 明 敬一 同 且 8: [0,1] 一 [0,1] 满足 
HoF = GoH, 
则 其 图 像 集合 
{Cx, Hx)|x€ 10,1]}C[L0,1] x [0,1] 
在 CF,G) 作 用 下 不 变 , 即 
(F,G)x,Hx)= (Fr, GHz+)= (Fx, HFx)= (x' ,Hx’), 
反之 ， 任 一 同 有 是 月 :[0, 1] 一 [0, 1] 的 图 像 集 在 (FF, G) 作用 下 
不 变 , 则 五 满足 HoF 一 GoH。 我 们 应 用 这 一 性 质 来 构造 
任 取 《xw,yo) E10,1] x [0,1]， 用 (PR,G) 逐次 作用 得 一 点 
列 
《xi yx) = (F, Gx, yo0) = (Ftro, Cy,), 
开 一 0， 士 1 
由 假设 知 ，Rtxsy, Gty, 对 《单调 递增 ,日 一 十 % 时 ， 
Fihxo, Gtyo7 1; 
《一 一 co 时 ， 
Fhx,, Gty, 0, | 
因为 车 Ftxo。 -> a， 则 由 xin 一 Fxk 得 4 一 Fa， 所 以 4 一 0 或 
1 
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任 取 一 严格 递增 连续 曲线 连接 《zo, y%) 与 《xz y0 一 《Ba 
Gy)， 以 这 一 段 曲线 作为 函数 互 = 在 区 间 [x。, x1] 上 的 图 像 ， 
然后 按照 在 (RE , G) 作用 下 图 像 不 变 的 性 质 在 

Eri zt+，A 一 士 1j， 士 2 

上 定义 H,， 即 当 xE€ [x riti] 时 , 令 

Hr = GtohoF tx,， R= 二, 十 2, 。; 
又 令 H(0) 一 0，H(1) 一 1. 不 难 检验 ,如 此 定义 的 了 是 [0, 1]-> 
[0,11 上 的 同 胚 , 又 满足 当 xE[fxis xir] CE(x)€ [zk zk+])， 
一 0, 土 1,……* 时 ， 

GHx— GGtpF tx = GitipF ttFxr = HFEx. 是 
推论 ” 若 同 古 
F: la,bj—[a,b}l, G: [cd 一 [cd 

是 严格 递增 的 ,它们 的 不 动 点 集 分 别 为 

{wo = a, ti, rn = 0} SS {y= cy Yn = dd}, 

又 当 x E(x XRri), YE CYR yt (R= 0,..…,m 一 1) 时 , 有 
F(x)>x, Gly)>y 

或 
F(x) < x, Gl(y) < y, 

则 EF 与 G 拓 扑 共 圈 ， 

定理 3.4 的 证 明 设 4 是 Ti! 上 保定 向 的 Morse-Smale 微分 
同 胚 ,由 Morse-Smale 微分 同 胚 的 条 件 (1) 知 ,对 开拓 4, x(A)= 


了 Cp 4 互 素 )。 于 是 


Pl P+t1 
7 < uA) < go 
由 引 理 1， 对 Vy€ [0,1]， 
bb 一 1 一 ayG) 一 dy) 一 7 二 2 十 1 
吾 电 条 件 (1) 与 (2) 知 , 甬 数 一 
Fl(y) = Ai(y)— y—p 
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在 ye [0, 1] 上 有 有 限 个 简单 零点 。 

取 4 在 Diff《7T') 中 的 令 域 口 , 使 当 8B 保 定向 、B ¢ U 时 有 有 

(Ci) 对 Vy€ [0, 1]， 

p—1l<by) = BI(y)—y<p+1; 
(ii) 函数 
Gy) = By)—y—p 

在 F(y) 的 每 一 个 简单 零点 的 附近 存在 唯一 一 个 简单 变 点 ， 且 在 
相应 的 零点 处 ,导数 同 号 。 

我 们 来 证 明 w(B) 一 p(A4)。 因 为 8 的 一 切 周 期 点 有 相同 的 
周期 ， 设 此 周期 为 9、 显然 9 ， 《一 9， 对 某 正 整数 《。 设 


p(B)— BC 7 互 素 )， 


由 (让 与 引 理 1 知 
< (8)< A 
所 以 
Pl PF Ptl > lf—-?<1 
4 4 9 4 9 9 4 
Tl? el 


于 是 一 1 二 hp 一 pp 1, 从 而 hp 一 p， 因 2p,9 互 素 , 所 以 《= 
1,， 即 p(B) = x(A). 

总 之 ，B 与 4 有 同样 多 个 非 退 化 的 4 阶 环 ， 稳 定 与 不 稳定 的 
相交 , 且 环 中 之 点 在 7T! 上 的 顺序 也 是 完全 一 样 的 ， 

取 4 的 一 个 不 动 点 a, 设 4 的 9 阶 环 {a，Aa,'…* ,A ol 中 
按 T! 上 逆 时 针 顺 序 与 a 相 邻 的 大 于 4 的 点 为 44 (1 委 : 委 9 一 
1)， 显 然 ,将 区 间 [a,A'al 用 《4 作用 4 次 恰 覆 盖 T!' 一 次 ( 环 上 的 
点 覆盖 两 次 )。 如 果 这 个 环 是 稳定 的 (不 稳定 的 ), 则 取 召 的 一 个 稳 
定 环 (不 稳定 环 ) (5, Bb,……，B"'6}， 将 这 两 个 环 上 的 点 依次 对 
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应 起 来 显然 与 5 相 邻 而 大 于 5 的 点 是 5, 并 日 区 间 56,B' 必 ] 在 
5 的 9 次 作 用 下 员 益 ， 《 见 图 3.2)。 

当然 [ae, 4ia] 或 5, Bib5] 之 中 都 还 有 4?,，B* 的 不 动 点 ， 
《至 少 有 一 个 ,至 多 有 限 个 , 且 是 奇数 个 )， 但 两 区 间 中 不 动 点 的 个 
数 相同 ， 我 们 依次 将 它们 对 应 起 来 (它们 依次 属于 不 稳定 环 , 稳 定 
环 ,…)， 再 将 它们 所 在 的 环 上 的 点 对 应 起 来 。 至 此 得 到 了 A 与 B 
的 全 部 周期 点 之 间 的 一 个 对 应 。 


A'a 


图 3.2 


显然 保定 向 微分 同 胚 4 将 区 间 [a，Aia] 映 为 自身 ，B* 将 
[5, B'5] 映 为 自身 ,它们 之 中 的 不 动 点 也 一 一 对 应 , 且 在 对 应 的 不 
动 点 之 间或 同时 ， 
4 >y, By>y; 
或 同时 
Ay <y, Bry<y., 
由 引 理 2 的 推论 ， A 与 89? 拓扑 共 斩 ， 即 习 同 胚 4: [a,A'a] 一 
[5，820] ,使 | 
Bricoh = hod9 
成 立 ， 
下 面 我 们 借助 子 上 述 同 胚 4 来 定义 出 一 个 T' 一 7! 的 同 豚 
H， 使 关系 式 
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mb 


BeH — Ho4 
成 立 。 即 4 与 3 拓扑 共 斩 。 为 此 令 
hb, 当 yE [a, Aia]l; 
He 1B°h A 当 ye [Ae, 4 


Baioho 4 (4D 当 y€ [A ie，449101， 
如 此 定义 的 太 是 T! -> T! 上 的 同 胚 , 因为 对 于 点 Aia(j 一 0， 
9 一 1)， 无 论 它 属于 [Aio, Aitia] 或 [4iia, Aia] 都 有 
H(Aia) = Bib. 
H 还 使 所 要 求 的 关系 式 成 立 , 因 为 当 yeE [Aia, Ai+ia] 时 ， 
Ay ELAii'a, Atitia], 
于 是 
(HoA)y = H(Ay)= Biriopo A It Ay) 
一 BoAM4 'y), 


(BoH)y = B(Hy) = B(Bioho Aiy) 
一 Birioh(ATiy), 
所 以 在 T! 上 确 有 BoH 一 HoA4 成 立 . 


$ 3.3 环 面 7 上 的 微分 方程 的 结构 稳定 性 


本 节 研 究 环 面 T? 上 的 微分 方程 : 

ff 一 w(x, y), 

y— wx, y), 

当 wsw2€ Cl， wi 天 0 时 ,， 尽 上 的 双 1- 周 期 微分 方程 


yy) 一 2 (1) 
dx wi 


由 于 1 有 界 、 连 续 ， 对 有 连续 偏 导 数 ， 所 以 一 切 解 可 以 开拓 到 
《一 co,co)。 


(x,y) ET. 


ae S51。 


以 py(x) 三 px y) 性 示 方程 (1) 过 点 (0,y) 的 解 ， 此 角 此 
线 的 平均 斜率 为 


im 工作 -9 im PX 1) — pC0,y) 
lim | 了 p(x)dx lim 1 


= lim OCX ? 2 一 了 
取 革 为 离散 值 &E 忆 ， 又 令 一 pL1,y)， 则 以 上 极限 就 成 为 
lim 2 "0 一 lim AYy—y 了 

大 多 


> 


汉 是 保定 向 妆 分 训 卫 4 的 开 拓 有 4 的 次 转 数 ， 
由 于 4(x,y) 有 周期 性 ,所 以 显然 p(x,y) 有 性 质 : 
glx, y+ R= px, y) +t hk, Vx,y ER, AcZ。 
命题 3.5 对 任意 y, 极限 | 
lim 0x) 二 了 一 jim Pr 
x 


存在 , 且 与 》 无 关 。 

证 明 由 p(x,y) 的 周期 性 ,只 需 证 明 对 V?e [0, 1j 结论 
成 立即 可 。 

由 上 节 知 ，3n ER, 使 对 Vy€ [0,1]， 
lim 人 一 jp, 


Am 


下 面 来 证 tm Pre 一 px， 对 Vy€ [10,1] 成 立 ， 
首先 将 * 表 为 += 六 十 x*， 其 中 六 = [zj]，0 反 闪 <1， 因 
为 
pol#) 一 wk) = | 2C, gl) az, 
而 [Xx,y)| 过 M， 所 以 


— 2 | 去 六 ' 
x 


® S52 9 


又 有 


eh _ 到 名 | 一 


Pet | 
Pon 
对 于 任 给 的 。 > 0，3X 使 当 * > X (从 而 《> [X]) 时 ， 


和 < 


x 
六 


一 [2 
A 


1. 


lz| 


| < 8, 
于 是 
Ee 


即 
lim Pp 
对 于 Yy€ [0, 1]， 解 py(*) 满足 
Polx) < py(x) 委 pl) 一 po(x) 十 1 
于 是 ,对 Vy€ [0, 1]， 
py (x) 
m———u. 


XI 


Py 


(x) 
x 一 为 方程 (1) 的 旋转 数 ， 其 中 q,(x) 


定义 称 “一 lim 
是 方程 (1) 过 (0,y) 的 解 。 
例 1 微分 方程 全 一 1 (2 为 常数 ) 的 旋转 数 pp 一 4， 

对 环 面 7? 上 的 微分 方程 
一 col(x， ?7)， 
Gc y)，, (1) 
如 上 节 例 2 中 那样 导出 它 在 T!1 上 的 Poincaré 映射 4, 则 显然 方 


9 53 9 


名 (1) 的 旋转 数 就 是 此 保定 向 微分 同 胚 4 的 旋转 数 。 又 显然 方程 
(1) 在 T* 上 有 闭 轨 线 时 ，4 在 T! 上 有 周期 点 ;反之 ，4 有 周期 点 
时 方程 (1) 在 T* 上 有 闭 轨 线 。 如 果 方 程 (1) 过 (0, y) 的 解 曲线 
gy(*) 为 天上 的 闭 轨 , 则 3p,4 € Z(p, 4 互 素 , 9>0) 使 g,(4) 一 
y 一 包 我 们 称 此 环 面 7* 上 的 闭 曲线 在 子午 线 方向 9 转 ， 在 平行 
方向 2 转 后 封闭 . 


例 2 方程 全 一 1， 当 7 为 

有 理 数 二 (4 > 0,， 5 9 互 素 ) 时， 
每 一 轨道 在 T: 上 子午 线 方向 4 转 ， 

平行 方向 转 后 封闭 (图 3.3 中 


如 -二 |， 。 一 
一 gg 2); 当 1 为 无 理 数 时 ， 每 


轨道 在 7T* 上 向 ， 因 为 它 的 轨道 为 
3.3 民 : 上 的 直线 ， 它 的 Poincaré 映射 
为 7! 上 的 旋转 4:[y] 一 [y 十 11，4 的 每 一 轨道 在 T' 上 筒 。 
类 似 于 上 一 节 有 : 


定理 3.6 方程 (1) 的 旋转 数 为 有 再 数 了 《4 >>0,p,9 互 


素 ) < 之 方程 (1) 在 7T? 上 有 闭 轨 沿 子午 线 方向 9 转 ， 平行 方 向 2 
转 后 封闭 。 

推论 (i) 方程 (1) 的 旋转 数 为 有 理 数 < 方程 (1) 有 解 在 T 
上 是 闭 曲 线 。 

(ii) 旋转 数 一 二 (4 > 0， bp， 9 互 素 ) 一 > 方程 (1) 在 T2 上 的 
一 切 闭 轨 都 是 子午 线 方向 4 畦 ,平行 方向 请 转 后 封闭 。 

(iii) 旋转 数 一 二 时 ，(1) 的 一 切 在 T+ 上 的 闭 轨 线 与 子午 线 

1 


的 4 个 交点 在 T+ 上 的 次 序 都 与 7! 上 的 旋转 [y] 一 |， 十 三 | 相 


A. 


周 。 
定义 ” 设 方程 (1) 的 解 g(x,y) 满足 pCq,y0) 一 yo 十 p， 出 
在 TT? 上 是 闭 轨 线 ,子午 线 方向 9 转 ， 平行 方向 了 转 后 封闭 ， 如 果 
dd 
dy 
则 称 此 闭 轨 线 是 非 退化 的 ,或 称 之 为 双 曲 的 。 


例 3 方程 .一 全 (9 > 0, 29 互 素 ) 在 3 上 的 闭 委 线 全 


是 退化 的 或 说 是 非 双 曲 的 ， 
定理 3.7 若 环 面 T? 上 的 微分 方程 。 


qp(q, yo) A 1， 


过 一 w(x, y), (foi 1f 2 
ce y)， 2 = (ec )» 0) 
在 7? 上 有 有 限 条 闭 曲 线 , 且 都 是 非 退 化 的 ( 双 曲 的 )， 则 系统 结构 
稳定 ， 
证 明 由 设 方程 
dy 一 (OCX y) 一 罗 
dx w(x, y) 1x» y) 


在 7* 上 有 闭 轨 ,所 以 施 转 数 为 有 理 数 ，p 一 二 (4 之 0,p,9 互 
素 ), 从 而 函数 
F(y)= gqg(g,y)—y—p 
有 零点 ， 再 由 假设 ,等 点 个 数 有 限 , 且 都 是 简单 零点 
考虑 扰动 方程 
$Y 一 x, 9) + s(x, 9), 


p 
其 中 5(x*, y) 也 是 双 1- 周 期 的 .因为 ,对 任 给 s > 0, 36 > 0, 使 
得 对 Vx€ [0, 1]，yseT0, 1], 都 有 |#1, 181, 15y| 二 6 时 , 扰 
动 方程 的 解 4(x, y) 满足 
[pCx, 7 一 9Cryy)| ZE, [pyr, 7)— psx y)| < 8, 
对 Vx€ [10,91]，y€[0, 11( 参 见 [7])。 于 是 对 充分 小 的 5 > 0， 
+ 375. 


当 [851,15|, 1&5| 二 6 时 ,函数 
GOYy) = Jlg,y) —y~—p 
恰 在 F(y) 的 每 一 个 简单 零点 了 近 傍 有 一 个 简单 零点 3, 且 F'(3) 


与 G'( 了 ) 同 号 ， 显 然 扰动 方程 的 旋转 数 也 等 于 5 


因为 ot 光 0 无妨 设 ol > 0 即 9 > 0， 从 而 扰动 方程 
也 有 4 > 0。 这 样 一 来 ,为 了 证 明 原 方程 与 扰动 方程 的 流 拓扑 等 


价 , 就 只 要 证 明 存 在 同 胚 互 :7 一 7 了， 将 轨 线 g(x,y) 对 应 到 轨 
线 上 x,y)， 且 * 增加 的 方向 对 应 到 * 增加 的 方向 。 

为 此 我 们 令 4: 天 一 下 为 4 一 9 7); B:T' 一 7T! 为 
By 一 (1, y)。 4, 8 满足 定理 3.4 中 的 条 件 。 从 而 3H: TY 一 
T!', 使 BoH 一 Ho 4。 下 面 应 用 互 来 构造 H;T? 一 了 

对 于 T* 上 任 一 点 e, 3y。€ T!， 使 方程 (1) 的 轨道 pC(x, y。) 在 
Xf(0 过 x 世 1) 时 过 点 a, 即 oa 一 (x。s, g(xs,y,))。 取 扰动 
方程 的 轨 线 4x,HCy。)), 令 点 4 与 此 轨 线 上 模 坐 标 x 一 ze 的 点 
对 应 , 即 令 Ha 一 (x。, V(xs,H(Ys))。 不 难看 出 ,如 此 定义 的 吾 是 
7T* 上 的 同 肚 . 

在 互 的 映射 之 下 ，9(z?。) 的 一 段 

(zx, plx, ys)), x:0—>1 
对 应 到 wz HCY。)) 的 一 段 
C(x, plx, HOY ))), x:0 一 1 
而 gCx,y。) 接 下 去 的 一 段 为 
(x, px, pl1, ye))) = Cr, px, Leo) +:0—> 1, 
它 在 豆 之 下 的 像 是 
(x, pr, HAY)), x:0—>1, 
这 正 是 以 zx, Hy。) 接 下 去 的 一 段 
(x, p(x, pt(l » Hy,))) 一 《zy， gx， BHy,)) 
一 (zy blr, HAY)), xz:0 一 1， 


"56， 


如 此 继续 ， 执 线 p(x,y,) 对 应 到 轨 线 4x， HCyo))， 且 * 增加 名 
方向 对 应 到 * 增加 的 方向 。 见 图 3 4， 四 


1 
他 了 
Ag 0 ye) 
BHY, yl,H(ya)) 
ys 
Hyse 
Xe 1 0 Xe 
图 3.4 


$ 3.4 环 面 7 上 的 双 曲 线性 自 同 构 的 结构 稳定 性 


本 节 研 究 环 面 上 的 一 个 具体 的 双 晶 线性 自 同 构 。 
考虑 民 : 上 的 线性 变换 了 4, 其 矩阵 为 


A 2 1 
2 一 1 上 小 
由 第 二 章 $2.1 例 5, 它 导出 环 面 上 的 一 个 双 曲 线性 自 同 构 4. 
在 证 明 此 微分 同 豚 4 是 结构 稳定 的 之 前 ， 先 列举 它 的 一 些 性 
质 : 
(1) 4 有 稠 的 周期 点 集 P; 
(2) 9(A)= TT’; 
《3) 4 有 可 数 个 环 ; 
《4) 4 是 按 测度 混合 的 , 即 , 对 T* 上 任意 区 域 了 与 G 有 
lim me A"FNG) a MSG 
n> mesF mesT?” 
上 述 四 个 性 质 的 前 三 个 都 是 命题 2.1 的 推论 。 性质 4 中 所 说 
的 按 测度 混合 性 显然 强 于 拓扑 混合 在 证 明 性 质 4 之 前 先 作 一 些 
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分 析 . 矩阵 他 以 41 一 3 与 1 VS 
特征 价 , 取 相应 的 特征 向 量 

/1 V5—l. 

如 )， (Di 四 


co 
I /5 
显然 与 二 总 。 平 面 及 : 上 任 一 平行 于 (5,) 的 直线 
1 一 和 十 5 一 罗 士 于)，E 民 


二 1 区 


经 过 用 映射 为 
An= Amt+ mir (An— An t tk), 1€R, 

仍 是 一 平行 于 5.(&,) 的 直线 ， 由 于 wi(o:) 是 无 理 数 ,每 一 此 种 
直线 上 的 点 在 T: 上 是 一 稠 集 ， 又 由 于 任 一 平行 于 8,(#,) 的 直线 
段 经 4 映射 所 得 的 直线 段 其 长 度 为 原 直 线段 长 的 2 > 1)(2,， 
0 过 之 1) 倍 , 所 以 到 上任 一 区 域 BF 在 A" 作用 下 的 像 A*F， 
当 # 增 加 时 , 沿 所 的 方向 逐次 增长 为 其 1 倍 , 同时 沿 5 的 方向 逐 
次 收缩 为 其 1, 倍 ,而 成 为 一 个 包含 着 充分 长 的 一 段 平行 于 8 的 直 
线 的 狭长 条 。 由 于 平行 5 的 直线 在 T* 上 均匀 分 布 ， 在 T* 上 稠 ， 
所 以 ，2 趋 于 无 穷 时 ，A"F 也 趋 于 均匀 分 布 ， 

性 质 4 的 证 明 以 fg 分别 表示 区 域 B，G 的 特征 函数 ， 则 
定理 所 要 证 明 的 等 式 化 为 

lm(A"*f, g) = (f, 1)(1, 2), 


其 中 
(4, 7) 一 | ulx)o x)dr, CA*f)(x) = f(A x), 
先 对 了 与 8 都 是 指数 函数 证 明 以 上 等 式 ， 设 


f(x) ms eitt,*), g(x) = e2xiCmoz) 


其 中 
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总 7 , ; 
t= pe) m= ); LE Mi € 
2 2 
车 六 关 0， 显然 《ff ,1) 一 0, 而 
(A"*j) (Cx) 一 ezriL 丰 4"x) 一 eA hr) 


所 以 
CA"*f, gy) -一 | eri 4 "mdxr, 
对 充分 大 的 n,A"K—m 恒 不 为 零 .这 是 因为 ， 记 肝 一 ai 十 Ce 


(hz (0), (me 


为 无 理 数 ,所 以 4 天 0，0 尖 0， 从 而 


4 7 一 a "TadA 5 一 二 十 oz 二 £2, 
1 2 


14 *k| > Co 当 n> 二 00, 所 以 lim( A"*f, 8) = 0., 上 式 成 


立 ， 若 太一 0, 即 f(x) 一 1， 于 是 《4* 门 (xz) 一 1。 上 式 显 然 
成 立 ， 
对 任意 f, 8， 设 fi, &i(i 一 1， 2，…) 为 指数 函数 之 和 ， 当 
i 一 0 时 ， 
lfi— fi->0, lg gl —0, 
因为 
{CA"*f, g)— (Ff,1)C1, g)l 
< |CA*fi, gi) — (fi, 1)(1, gi)| 十 CA"™*f, gO— g:)| 
+ (Le 一 A*fi, gi)| 十 FDC gi— 8)| 
+ [C1, eg)1 CF; — f, 1)| 
|CA*f, 8;)— Cfi, 1)(1, gi)! 
+ lA"*flle — gi ~ lei 4"*f — A *fill 
+ filllle — itl + lallllfi — fl, 
注意 ,不 等 式 右 端 第 二 项 中 
.4 下 一 二 
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第 三 项 中 
14*f 一 or 用 一 和 一 州 ， 
所 以 4 ->oo 时 , 右 端 >0。 从 而 有 
lim( A"*f, 2) = (f,1)(1, &)。 | 
定理 3.8 由 矩阵 他 一 ( ， ，) 导出 的 环 面 7 上 的 双 曲 线 
性 自 同 构 4 在 C: 拓 扑 下 是 结构 稳定 的 . 

证 明 (1) 定理 要 证 明 存 在 一 个 同 胚 态 ，T? -> 7?， 使 等 式 
BoH 一 HoA4 成 立 ,其 中 8B 是 任意 C! 拓扑 下 与 4 充分 接近 之 微分 
同 凸 ， 我 们 分 别 将 太 与 表 为 

H(z) = x + hw), BCs) = ACx) + f(x), 
其 中 h(x) € CYCT')，f(x) e CKT2) 都 是 双 1- 周 期 卫 数 ， 于 是 上 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
(4 十 fo(7 十 hk) < (7 十 h)o4, 


即 
f(x + h(x)) = HAx)— Ah(x) 


成 立 。 所 以 我 们 只 要 证 , 当 微 分 同 有 f 充分 小 时 以 上 方程 有 解 

《2) 先 考 虑 一 个 简化 了 的 方程 

AAx)— Ah(x) 一 f(x), 

这 个 方程 称 作 同调 方程 。 将 方程 左 端 he4 一 4oh 记 作 Lh 显 
然 ， 上 L 是 C%72) 上 的 线性 算 子 。 同调 方程 Lh 一 上 有 解 的 充 
要 条 件 是 算 子 工 有 北 ， 

《3) 证 明 算 子 工 有 逆 , 得 同调 方程 有 解 ， 

4 的 两 个 特征 值 六 > 0, 9 之 妨 <1, 1 一 1 设 e 与 e 
分 别 是 对 应 于 与 4 的 单位 特征 向 量 。 对 Yfe CK《T?)， 我 们 按 
e102 分解 f， 即 令 


f= he 十 foes, 
其 中 fi, feE CK《T?, T!)。 分 解 唯一 ,所 以 CX《T?) 可 以 分 解 为 子 
空间 E,, Bz 的 直 和 。 显然, E 与 E; 是 工 不 变 的 子 空间 。 分 解 
f= fle fer, kh he pe (fis bh:T’—T), 


ss 0° 


同调 方程 成 为 以 下 形式 
(heit hes)o A — AChert be) = fet fe, 
再 按 Ei, E, 分 解 为 两 个 等 价 方程 
9 — hh(%) = f(x), 
bh Ax) 一 hhalx) = f(x). 
我 们 在 C%XKT?,T!) 上 定义 一 个 算 子 5 如 下 : 5 将 8 一 go4， 
即 
(Sg)(x) 一 g(Azx). 
因为 
aax lgCAx)| = max| g(x) | ， 


所 以 1 一 1， 显然 $ 存在，11S 中 一 1。 引用 算 子 $ 将 同调 
方程 的 两 个 等 价 方程 化 为 算 子 方程 
(S— HE)h= fi i= 1,2. 
因为 11 之 1， 所 以 1 之 15， 14 是 5 的 正则 点 ， 于 是 
上 fs —1E) < Ts 一 Ti 

因为 

S$S—hE= 1,SAE 一 SS 0， 一 1 一 0 
于 是 


1 1 __l 
4, 41 一 由 5S 悼 1 — 4,” 


NCS — 1E) TS 1a NS HE — $57) 
过 


因此 线性 算 子 有 逆 ( 线 性 算 子 ), 且 | -中 < 二 二 一， 同调 方程 


1 
有 解 。 
《4) 应 用 压缩 映像 原理 证 明 原 方程 有 解 。 
我 们 定义 CX《T?) 上 的 算 子 @ 如 下 : 
@[h](xz) — fx + h(x)) — f(x), 
从 .而 原 方 程 
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Az) — Ahlx) = f(x + h(x)) 
化 为 算 子 方程 
了 8 一 0 十 
因 元 一 线性 ,所 以 
k= Ligh+ L-!f, 
下 面 先 来 证 明 算 子 二 0 CT’*) 中 的 压缩 映像 。 


因为 二线 性 ，| 二 一， 所 以 


1 一 二 9 风云- ho 一 |， 
4 


而 
op — orl 一 max|fCxr + P(X)) CO— fOr Cr) )| 
xreT? 


< maxl|Df(x + OChiCx) — Cz) Ax) —A (x) | 


felR A 
所 以 当 Hfla 二 1 一 加 时，L"T'@ 是 压缩 映像 。 若 令 
Ph= Loh Lf, 
显然 了 也 是 压缩 映像 ,有 不 动 点 hE CT’)，。 此 4 就 是 原 方程 的 
解 。 
由 不 得 到 H:H(x) 一 xx 十 Ps， 用 ECcxT)， 使 
BoH= HoA., 
《5》 最 后 证 明 五 是 环 面 T? 上 的 同 有 是 
因 态 连续 ，7? 紧 ， 故 只 需 证 明 五 在 并 上 是 满 映 的 ， 一 对 一 
的 。 
由 于 h(x) 的 连续 性 与 双 1- 周 期 性 ，H(x) 一 > 十 As) ， 显 
然 妃 是 T* 上 满员 的 。 
设 x,y 使 H(x) 一 刀 (7)， 到 民 : 上 考虑 就 有 
Brfix 一 B"Hy, 
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从 而 全 rx 一 自 4ry， 因 为 让 一 了 十 h， 就 得 到 

人 (xz —y) = KAY) — MKArx). 
若 x 闪 y, 由 了 的 双 曲 性 , 当 w 一 十 oo 或 # 一 一 co 必 有 A(x 一 y) 
一 oo， 这 与 4 的 有 界 性 矛盾 。 蚊 


$3.5 Smale 马蹄 定理 及 Smale 马蹄 的 结构 稳定 性 


1. Smale 马蹄 定理 ，Hénon 映射 
定义 对 于 常数 py， 0 过 pp 二 1, 称 y 一 (x) 的 图 像 为 
0 一 人 0+ 过 1, 0 万 y 志 1} 中 水 平 曲线 , 着 当 0 委 x* 委 1 时 ， 
0 委 x(x) 委 1， 并 且 
la(x)— ux)| plr mr, ORn, dl, 
如 果 有 水 平 曲线 y 一 u(x) 与 y 一 w(x)， 满 足 关 系 式 
Ou ux) El1, O01l, 
别称 点 集合 
U= {Cx, yr, mx) SY En)} 
为 8 中 水 平 杂 ， 水 平 条 吕 的 直径 dU) 定 义 如 下 : 
dU = max [ms) — ms), 


还 可 以 类 似 地 定义 铅 直 曲线 x 一 v(y)， 铅 直 条 与 铅 直 条 
7 的 直径 4CV)。 

引 理 1 消 YY 二 … 是 8 中 一 捉 前 一 个 包含 着 后 一 个 
的 铅 直 条 ,又 有 LV 一 0， 当 一 cc， 则 交集 

NN VR 

确定 一 铅 直 曲 线 。 

证 明 对 每 一 个 和 0 委 y 委 1， 应 用 区 闻 套 定理 对 应 到 一 个 
值 xCy)， 不 难 证 如 ,如 此 确定 出 的 曲线 是 一 铅 直 曲线 .时 

引 理 2 8 中 一 铅 直 曲线 x* 一 v(y) 与 一 水 平 曲线 y 一 w(x) 
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存在 唯一 交点 ， 
证 明 (x,y) 是 交点 坐标 的 充 要 条 件 是 : * 是 方程 
xz 一 区 ax7) 
的 根 ; y 一 w(x)， 
由 水 平 曲线 与 铅 直 曲线 的 定义 可 得 
|vCaCr)) — vaCx)) SE pluCr) — ur)| < pz — rl 
对 一 切 zi, x2€ 10,1], 由 0 天 4 一 1 得 0 一 所 二 1， 所 以 
f(x) 一 v(u(x)) 
是 压缩 映像 ,有 唯一 不 动 点 ze [0,1]， 即 方程 
* = vu(x)) 


有 唯一 根 x.。 目 

根据 引 理 2，0 一 10 委 xz 委 1 0 委 7 委 1} 中 每 一 水 平 曲 
线 y 一 u(x) 与 一 铅 直 曲线 x 一 v(y) 交 于 0 中 的 一 个 点 《x,y)， 
我 们 令 上 述 曲 线 对 《x,v) 对 应 到 它们 的 交点 = 一 《x,y)， 又 定义 
点 z 的 模 如 下 : 

lz| = |zx| 二 + |7|, 

引 理 3 设 曲 线 对 (wi, Vi) 对 应 到 点 2; 二 (Xi,91)， i 一 1,2， 

则 有 不 等 式 
lz 一 2 魏 (1 一 和 人 一 zl 十 bv; 一 yl ), 

其 中 lal 一 .max lw(x)|, lvl 一 max lv Cy), 


证 明 因 zx; 二 vi(y;)， 所 以 
[x — | = Jo) — vy2)| 
|9C9) ~— v92)| 十 ja — vy2)1 
gly Om | 二 iw — vll. 
类 似 地 有 
[yy — 9 pl Oo | + la — ll, 
将 以 上 两 个 不 等 式 相 加 ， 又 因 0 < pj <1， 就 得 到 所 要 证 明 
的 不 等 式 。 昌 
在 叙述 Smale 马蹄 定理 之 前 , 先 描写 同 脸 p。 
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设 9 是 方块 0 一 人 0x 万 1,0 志 yy 声 1} 到 pC9)CR 的 
一 个 同 胚 ,下 面 是 关于 的 两 个 条 件 : 

(i) 设 集合 P 中 元 素 的 个 数 有 限 ,对 应 于 Vee P， 有 U,V。 
是 8 中 的 水 平 条 与 铝 直 条 、U, 互 不 交 ,，V, 互 不 相交 ， 


po)MNO = UV,, 
又 映像 将 了 。 同 胚 地 映 为 7.,， 即 

op(7。) = U,, a€P, 
并 且 ，V ,的 铅 直 边界 映 为 0 的 铅 直 边界 ;水 平 边界 映 为 水 平 边 
界 . 见 图 3.5(P 一 {a, 5} 的 情况 )， 


(ii) 若 铅 直 条 了 Cj 7。， 则 对 任意 ee P， 
yg (VNTV, = V, 
也 是 一 个 铝 直 条 ， 其 中 
a 
并 且 对 某 个 常数 v,，0 二 bv 过 1， 有 
dV,) < vadV). 
类 似 的 , 若水 平 条 UC 【UVU。， 则 对 任意 a€ P， 
pg(U NV = 也， 
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是 一 水 平 条 ,并 且 
dV,) < va( 0), 
定理 3.9 (Smale 马蹄 定理 ) 和 藻 ? 是 9 一 pg(8) 的 一 个 
同 胚 ,满足 上 述 条 件 Qi 与 Ci)， 则 FP 以 下 PP) 上 的 移 位 自 同 构 o 
为 其 子 系统 , 邑 存在 2 到 8 的 某 子 集 4 上 的 一 个 同 承 7 使 
pT = To0, 
并 且 , A 是 Pp 的 不 变 集 ,是 8 的 闭 子 集 ,是 一 个 Cantor 集 。 
证 明 对 于 2 中 一 个 给 定 的 序列 
(s) 一 (...， Sy SE S19 »»)- 
考虑 台中 与 《4) 相应 的 一 个 点 集合 
{peéQlpé pV ), k= 0, tl,.'}. 
先 考虑 集合 
I, {pe Qlpe pV ), (KR 0,—1,.-., —n)} 
=— VNp FDC) 
一 une， Ng, NN 
No CV, nN PV, .))…)). 
由 条 件 (ii) 看 出 ,对 任意 x, 1; 蚌 一 铅 直 条 。 当 4 增加 了 时，1, 是 一 
串 前 一 个 包含 着 后 一 个 的 铅 直 条 , 且 d(1,) 二 ww。 根据 引 理 1, 它 
们 的 交集 是 一 铅 直 曲 线 : 


VO) = 1.— {pe Qlpe pV ), k= 0,—1,). 


类 似 地 ,考虑 集合 
J,— {pe QlpE pA(U,), 一 1 0) 
= UN pVUIN Np (D0,). 
J。 是 一 串 一 个 包含 着 一 个 的 水 平 条 , 且 d(J,) 和 vy !， 所 以 它们 
的 交集 是 一 水 平 曲线 : 
UG) = {pe Qlpe pV DA 一 2， 小 
因为 pLV,) 一 5 ， 于 是 最 初 考虑 的 集合 
{peéeQlpe pVs), k= 0,+},.**} = V()N U(s) 
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是 一 铝 直 曲线 与 一 水 平 曲线 之 交 , 根据 引 理 2, 是 台中 的 一 个 点 。 
这 个 点 是 由 序列 (5 所 确定 的 - 
总 之 ,我 们 得 到 一 了 映 射 r:3 一 0,z 将 三 中 序列 
(一 (人 
对 应 到 8 中 的 点 V(s)N UCs)， 即 
ts) = VNUS). 
由 = 的 定义 ， 如 果 序 列 〈*)6 卫 对 应 到 2 中 之 点 r(C5) 一 p, 则 
(s) 的 移 位 
os) = (7 ss 0 
对 应 到 8 中 之 点 rlo(s)) 一 p(p)。 也 就 是 有 关系 式 : 
To0 一 por。 
下 面 来 证 明 * 是 同 有 是 。 由 7 的 定义 ， 若 序列 (1) 与 (5) 在 同 
一 个 柱 5。 之 中 ， 即 5; = 5， 对 一 切 为 | 诈 和 xw， 则 它们 的 像 点 
7(s) 与 r(7) 属于 同一 个 铝 直 条 7, 与 同一 个 水 平 条 J。。 而 1,) 
所 vd(J,) 忆 v”!， 所 以 由 引 理 3 得 到 
(trO) ~— OI EO 7+ ), 
由 此 得 知 7C:) 连续 。 显然 + 是 单一 的 ,因为 7, 互 不 相交 , 记 r 
的 像 集 合 为 4， 不 难看 出 
4 一 f\ vt(w), 


hs 


其 中 
W= U 7。 

因 P 中 元 素 的 个 数 有 限 ，V, 是 闭 集 , 所 以 丈 是 闭 集 ， 从 而 4 是 闭 
集 。 于 是 ，z 是 由 紧 拓 扩 空 间 2 到 8 中 闭 集 4A 上 的 连续 、 单一 \ 满 
的 贞 射 ,所 以 是 是 一 个 癌 蛤 ， 

由 4 的 表示 式 可 见 它 是 只 的 不 变 集 , 是 一 个 Cantol 集 ， 

根据 定理 3.9， 当 9 限制 在 4 上 时, 它 的 动力 学 行为 三 移 位 自 
澡 构 0 在 2 上 相同 ， 也 束 是 说 ， 罗 的 岂 期 点 在 A 内 是 现 的 。 存 在 
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一 点 pE 4， 使 从 如 出 发 的 轨 线 
Olp) = {qt(p), 二 0， 士 1j 
在 4 内 是 稠 的 ，? 在 4 上 是 拓扑 混合 的 ， 等 等 。 
如 果 上 面 考虑 的 P 是 一 个 微分 同 昧 ， 则 可 以 将 条 件 (i) 换 成 
一 个 较 便 于 检验 的 条 件 。 先 将 9 用 坐标 表 出 : 
人 f(x, y)， 
y= gx, y), 

(2 1) 是 《x，y) 的 像 点 。 线性 贞 射 dp 将 (x, 7) 处 的 切 向 量 
(5， 7) 映 成 (x1, y1) 处 的 切 向 量 《si， 7 )， 它们 有 如 下 的 关系 : 
全 = 1 .5 十 0， 

N= 8 + gy7. 

下 面 是 一 个 对 于 微分 同 胚 P 的 条 件 一 一 双 曲 条 件 : 
Gii) dp 将 7,。 上 的 扁 形 从 3+: 19| < “1 映 到 U0。 
上 扇形 从 5+ 内 ,到 
do CS 
并 且 ， 若 (&, "ESt, (5 1) 是 它 的 像 ， 则 
上 | > | 
类 似 的 ，dqg "将 LUJ 。 上 的 扇形 从 5:51 筷 w17| 映 到 
UU 7, 上 高 形 从 5- 内 , 即 
dq (5 CS 3; 
并 且 , 若 (87)eEs ， 而 (sy mo) 是 它 在 dp 一 下 的 像 , 则 


17 > pl. 
定理 3.10 车 P 是 微分 同 肚 ,满足 条 件 Qi) 与 条 件 (ii), 又 


其 中 ee (0， 十) 则 条 件 (ii) 对于» 一 一 全 去 成立， 从 而 定 罩 


3.9 的 结 1 伦 成立 ， 
证 明 只 要 证 明 由 条 件 (与 (ii) 可 得 条 件 《ia 
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首先 当 f 是 微分 闻 嗓 时 ,由 《让 ， 水 平 条 的 边 与 加 表 条 的 边 都 
是 光滑 曲线 .， 青 由 上 定理 的 证 明 可 见 ， 条 件 ( 让 ) 只 需 对 边界 光 染 
的 铅 直 条 了 与 水 平 条 忌 成 立即 可 。 

令 7Y 是 铅 直 条 Ts(2e P) 中 的 一 根 光 滑 铅 再 曲线 。 由 引 理 2， 
z= 与 任 一 水 平 曲线 相交 , 特别 与 水 平 条 U0, 的 水 平 边 界 曲 线 相交 . 
于 是 曲线 段 了 ?一 7 几 1U。 连接 U，。 
的 两 个 水 平 边界 《〈 见 图 3.6)， 所 
以 p 7) 连接 p (D06) 一 V。 的 
两 个 水 平 边界 : Y= 0 与 y=1. 
下 面 我 们 来 证 明 pg (7 了 ) 是 一 铅 
直 曲 线 ， 

因为 7 是 一 铅 真 曲线， 故 可 
表 为 “一 vly)， 且 满足 不 等 式 
[sy) — vy)) < py, — 21, 图 3.6 

0 yy El1, 
因 关 光滑, 故 了 上任 一 点 处 的 切 向 量 (&1， 7) 满足 | 后 | 所 pnl， 
即 (51,%) ES5-。 由 条 件 Gi),p (了) 上任 一 点 处 的 切 商 量 (&0, oo) 
满足 [5&6| 过 ko， 由 中 值 公 式 ，q 《7) 上 任意 两 点 (%3,y3)， 
《xz y4) 满足 不 等 式 
[x — x S41 — »,|, 
所 以 由 六 一 六 就 得 到 xs 一 4， 也 就 是 党 p (7) 是 一 个 水 数 
x 一 w(y)(0 达 y 己 1) 的 图 形 , 旦 满足 
loly3) — oy0)| 适中 入 一 yb 

即 9 7) 也 是 一 铅 直 曲线 ， 

将 以 上 结果 用 于 VV 中 的 铅 丰 条 全 的 铅 直 边界 曲线 ， 记 广 一 
VNU,, 广 的 原 像 

pV) = pg (VN, 

的 铅 直 边界 也 是 铝 直 曲线 ,所 以 pA() 是 铅 直 条 ,这 就 证 明了 条 
件 (ii) 的 前 一 部 分 ， 
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， 1 pp 
下 面 我 人 对 0 < “< 7， BR0<v= Tn 


条 件 (ii) 中 直径 之 间 的 关系 ， 为 此 , 令 pi, pi 表示 
V,= pg (VINY, 
的 两 个 铅 直 边界 上 的 有 相同 ?坐标 的 两 个 点 ,它们 使 
d(V,) = ||P pl. 


< 1 来 检验 


于 是 
pt) 一 (1 一 四 加 十 z，0 委 :之 1 
是 铅 直 条 了 。 内 的 平行 于 * 轴 的 直线 。 从 而 户 河 着 x 轴 ,于 是 户 E 
3s+。 由 (ii 可 知 pCz) 的 像 曲线 
zt) = pplt)), Otel 
的 切 向 量 
z= dp(p) € 8+, 
所 以 z(#) 是 一 段 水 平 曲线 。 因为 p(0) 与 p(1) 是 联接 铅 直 条 爷 。 
的 铅 直 边 界 的 直线 pC2)C0 碌 z 志 1) 的 两 个 端点 ， 所 以 x(0) 与 
z(1) 是 联接 铅 直 条 广 的 铅 直 边 界 的 曲线 xzo(0 委 ?< 委 1 的 两 
个 端点 。 由 引 理 3 得 
(2C0) — zx)| (1 a) aTV) + 0, 
记 zCz) 一 (xG@), yQ))， 根 据 条 件 〈iii)， 在 JU Y. 中 1 > 


GE 

& 1Eo| ， 所 以 
Iz| >>p "pl= wu lp ~ pl > 0, 

* 不 变 号 。 于 是 


1 
ia 一 站 = 人 Pu<e lald mn 


(qr 
0 | 


= plx(1) — xC0)| S11zC1) — 2zC0)| 
< pl — 2) dV ), 
即 


d(V,) < 


<()， 


rs 


上 上面 证 明了 条 件 (ii) 中 关于 铅 直 条 的 一 切 假设 。 关于 水 平 条 的 你 
设 可 类 似 地 得 到 。 量 
例 1 Henon 映射 。 
F 是 方块 0 = {一 R 过 + 志 R; 一 Ry 过 R} 上 的 鼎 像 。 
《zy 四 ) 二 F(x， 7)， 定 义 如 下 : 
全 A By— x, 
y= xX, 
其 中 参数 4>> 0, 0 < 13| 忒 1。 的 导 算 子 
DCx,, y, —2x 也 
dp | 1 | 一 一 8 #0, 
所 以 F 是 一 微分 同 肽 ， 当 参数 4，B, R 满足 以 下 条 件 : 


(1) 4— {8l+tLl [BI+1+VOB+I)+44]> 4， 
Pa 


(2) R 一 于 [BI + 1+VBI+17+44], 


从 而 满足 
(3) 4 一 (181 十 1)R>>4 
时 ,下 有 以 下 性 质 ; 


性 质 1 FC(8) 几 8 是 8 中 两 个 横 条 形 区 域 , 记 作 U。,V。。 它 

们 是 由 抛物 线 
刀 一 4 十 BR 一 站 与 和 一 土 灵 
所 围 ， 见 图 3.7(b)。 

证 明 直线 y 一 土 R 肌 为 抛物 线 xi 一 4 土 BR 一 好, 由 条 件 
(3) 得 4 一 181R >>R， 所 以 两 抛物 线 之 顶点 (4 士 BR, 0) 都 
在 直线 x 一 R 有 方 。 

直线 * 二 土 R 映 为 表 线 y 一 土 R。 上 两 抛物 线 中 之 右 者 

m= A+|BIR—% 
与 如一 土 R 交 于 点 《4 十 18|R 一 R', 土 R)。 由 条 件 (2) 得 
A+|IBIR— R= —k, 
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(a) 


图 3,7 

所 以 交点 之 坐标 为 (一 R, 十 R). 自 

性 质 2 UVU,, UV 的 原 像 是 8 中 两 个 竖 条 形 区 域 ， 记 作 V,， 
有 5。 它们 是 由 抛物 线 

4 十 By 一 刀 一 士民 

与 直线 》 一 土 R 所 围 , 匈 图 3.7(a)， 

证 明 U0U,,U; 的 四 条 抛物 线 边 界 的 原 像 显然 在 直线 y 一 士民 
上 。 四 条 直线 边界 的 原 像 在 抛物 线 


A+By 一 + 一 十 R 即 y 一 广 (* 一 4+R) 


上 ,图 3.7(a) 是 设 B 二 0 而 作 的 ,车 8 > 0， 图 形 与 图 3.7(a) 关 
于 * 轴 对 称 。 目 
性 质 3 UV,, V5 的 抛物 线 边界 上 一 切 点 处 对 * 轴 的 斜率 或 
V,,V 的 抛物 线 边界 上 一 切 点 处 对 7 轴 的 斜率 ,其 绝对 值 都 不 超过 
4 一 证 ， 其 中 《一 VA 一 (1B| 十 DR .由 条 件 (3) 有 p 二 地. 
证 明 由 图 3.7(a) 与 (b) 显然 可 见 点 p 一 (,R) 与 点 4 一 
CR, ) 处 斜率 的 绝对 值 分 别 在 F,, , 与 0,，, 0s 上 最 大 ,而 


/ BI _8 
x 一: 


2xf7 入 


| 一 一 工 
9 


和 4 一 一 一 一 


由 |8| 过 1， 所 以 性 质 3 成 立 ， 重 
由 以 上 3 个 性 质 得 知 , 存在 一 正 数 p，& 一 六 使 U。, U6 与 
V,, Vs 对 4 是 水 平 条 与 铅 直 和 从 ,映射 满足 条 件 (i)， 下 面 来 证 
明 还 满足 条 件 Giii)， 
性 质 4 当 (x, y) EV,, Vs 时 ， 


—2x “ 
1 0 


ar—( 


喘 扇 形 St: lal 入 p15| 到 5+ 内 , 且 


时 有 |&| 之 p18 
| 当 (x.¥y)EU,, U, 时 ， 


映 扁 形 8 :1 委 al 到 3 内 , 且 


时 有 |m|l 之 z 17 
证 明 当 (zeysyyo 人 > )es+, 即 nl < elsl 时 ,有 


-a -0 ") 


于 大 
l2xlls1 — 1817 


iI5| 一 | 一 2x5 十 B71| 之 
之 [|2x| — [Bilx]ls|, 
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而 19j 一 上， 所 以 
1 [2x| — |Blu]lnl, 
因为 当 (x, y)€ V,, V, 时 有 |x| 之 ， 所 以 
12z| 一 1 >> 承 一 “一 二 (2 一 人 
1/,_ 1NY、 工 
> 4)> A 
注意 |m| 一 || 六 0， 就 得 到 | > 六 
dF 将 3+ 映 到 3+ 内 , 且 有 51 站 上。 


第 二 部 分 性 质 的 证 明 可 以 完全 类 似 地 得 到 ,不 再 重复 。 重 
总 起 来 ， 当 参数 4, 8, RR 满足 上 述 条 件 时 , 映射 了 满足 定理 
3.10 的 条 件 ， 所 以 它 以 序列 空间 > 的 移 位 自 同 构 o 为 其 子 系统 。 


ml， 即 (>)esr 


2. 不 变 集 4 的 双 曲 结构 

定义 ” 称 映射 『 的 不 变 集 4 具有 双 曲 结构 ， 如 果 YVpe 4 对 
应 两 直线 大 与 上 5;, 它们 随 P 连续 地 变化 ,满足 以 下 两 个 条 件 : 

(i) 线束 

L+={Lilp€éE A} 与 1 = {Ly;|pe A} 
在 肌 射 ? 之 下 不 变 , 即 
dO(Z>) 一 Lip 
《ii) 习 常 数 1 > 1， 又 向 量 5 一 (£5,n) 之 模 |s| 二 maxC15|， 

DE 有 


[dp 2)! 之 1 和 |， 4E 工 > 
与 
ldg (2)| 守 115|, ep 


例 2 由 4 一 (， | ) 导出 的 2 上 的 双 曲 线性 自 同 构 4 的 


。74 。 


不 变 集 T* 有 双 曲 结构 ， 其 中 ;7, Lz 分 别 沿 4 的 特征 信 .Ch 
1)，%h.《0 < 罗 < 1) 的 特征 向 量 的 方向 。 取 常数 


2 min (au 并) 
即 可 . 
为 了 简化 下 面 的 符号 ,将 点 处 的 dp 记 作 ( ” ，)， 吧 全 


(人 -人 有， 


“gr By (ry)=p 


又 令 


a 2 
一 | 。 4 | 一 0d 一 pc。 
定理 3.11 设 F 是 微分 同 胚 ,满足 定理 3.10 的 条 件 ,又 


IAl， IAI< 到 pr 


则 定理 3.10 中 的 不 变 集 4 其 有 双 曲 结 格 。 
证 明 (1) 应 用 压缩 映像 原理 构造 线束 L+, ~. 
考虑 S+: | 委 wsl 中 任 一 随 P 连续 变化 的 线束 
L = {Lolpe A}. 
令 每 一 线束 工 一 {Lo} 对 应 到 A 上 一 个 函数 mn， 它们 的 关系 为: 
区 ,是 过 点 ? 的 直线 


7 一 00 
显然 cg 是 2 的 连续 贡 数 ， supleo| A . 
线束 {Ls} 经 9 作用 成 为 线束 {L 阅 , 即 Lp) 是 过 点 p(y) 的 
直线 
cC 十 da， 
1 


于 是 线 东 {2 半 对 应 到 函数 zs、 满足 


“十 Cap 
六 ~ 
ce gt bes* 
Pp 


因为 4 己 【)V。， 由 条 件 Gi) 知 15| 之 wx 和 | ， 池 


a€pt 

|Ca 十 be, )E | 之 | 9 
所 以 有 

le 十 ba 二 Ap > 0, 
又 由 条 件 (ii)，dp(S* CS3S+ ,所 以 有 
cdr, 
a bap 
于 是 函数 a* 也 是 了 的 连续 函数 且 suple?| < pw 

如 里 另 一 线束 对 应 于 函数 8。, 经 9 作用 所 得 线束 对 应 于 王 数 

他， 则 有 


< 7/。 


C 十 du C 十 d9， 
* A* or 
leo; 一 pe a 二 ba, ce 十 po 
IA| ja 
la 十 bop ij。 la 十 08， | 
由 上 而 证 得 的 不 等 式 |e 十 ga, > p-! 与 假设 |Al < 了 ur 所 


以 


»— fel. 


oz) 一 Br ES IAlp’lo, — Bol 
1 
< 了 lc 一 bp 
因 4 是 9 的 不 变 集 , 所 以 
Sup jos 一 BY | 二 < 7 supler — Bl. 


对 4 上 $+ 中 连续 变化 的 线束 区 一 {L,} 定义 映射 下 如 下 : 
| (OL) 一 dp(L,), 
上 王 己 证 明了 ,对 于 模 suplav 一 B86|， 映 射 四 是 庄 纺 鼎 射 。， 由 压 


0 。. 


缩 喘 射 原理 ，3+ 下 一 个 连续 线束 , 记 作 L*， 它 在 映射 
之 下 不 变 , 即 @Z+ 一 L*+。 也 就 是 

a 一 《@EL+)oep) 一 do )。 
于 是 ,此 并” 满足 双 曲 结构 中 条 件 Ci) 


可 以 类 似 地 在 5- 中 构造 出 线束 £7 一 {L7} (因为 有 1Al-:< 
二 pe?) 满足 条 件 Gi) 
(2) 检验 L+， EL- 满足 双 曲 结构 中 的 条 件 〔ii)， 


5 
当 5e L+ 时 ,由 ?的 构造 方法 ,5e 5+，5 一 (”)， 则 


I < «ls! < 1s1, 
从 而 151 一 #1。 由 于 PP 满足 条 件 Ciii), dp(56) 57, 令 do 一 


(00) 就 有 


ldap(?)| = 
再 由 (iii) 还 有 15.| 之 p181， 所 以 
ldap(t)| wltl, cerLt, 
类 似 地 可 得 , 当 5eEL 时 
ldp (0)| 2 71, 
取 1 一 就 有 1>1， 是 
例 3 对 于 例 1 中 的 Hénon 且 射 ， 


—2x 8B 
dF -( )， 
1 0 


所 以 IA|=18| ; p< 闻 ， 从 而 一 7 > 2 因此 , 除 例 1 中 已 要 


天 人 了 外 ,要 有 | 二 上， 所 得 的 下 秋生 入 有 到 
结构 。 
下 面 的 定理 对 不 变 集 人 作 了 更 深入 一 步 的 讨论 。 
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定理 3.12 条 件 同 二 定理 , 则 Smale 马蹄 定理 证 明 中 构造 贡 
的 曲线 U(s) 与 V(s) 是 连续 可 微 的 , 它 在 4 中 的 点 2 处 的 切线 
可 取 作 双 曲 结构 中 的 直线 L;, LG。 

证 明 (1) 考虑 一 个 包含 着 4 的 集合 2 一 Uy U(s) 上 的 


5+ 中 的 直线 束 { 工 ,}】 的 映射 5。 
因为 5) 一 站 PAV，)， 所 以 


p(U(s)) = AN py, ) 


= VN (mn op&7，)) 


一 了 ,了 IC 所 5)。 
于 是 glJC U TFT，9 (UM)CAU, 即 对 YpE 人 UH， 有 


pp)E LV 且 or 的 6 和。 这 样 一 来 , 我 们 稍 加 修改 可 以 
像 上 定理 证 明 中 那样 对 2 上 的 S+ 中 的 直线 束 { 工 p} 来 定义 觅 犁 
@ 如 下 : 
CL), 一 ape 
此 0 仍 有 于 缩 性 ,这 是 因为 类 似 于 上 定理 有 


gk 1 
[cx 一 8z| 过 7 | cao 一 xp 一 Bo-upy|, 


折 以 
1 
u * 一 6*| 过 一 —1,, — Fi 
py [er pz| 三 了 sup jos (Cp) pr (| 。 
1 
一 -了 sup los —B,| 
2 ee 一 Ke) 
了 
2 ， 


《2) UCs) 连续 可 微 的 等 价 条 件 。 

设 p&p 一 (x,y ), p 在 水 平 曲 线 UCs);y 一 u(x) 上 。 
令 T, 是 过 y 一 w(x) 上 任意 两 点 41, g 的 割 线 当 g1，g, 一 p 时 的 
极限 直线 的 集合 , 即 了 ,是 过 点 如 的 直线 了 一 at 的 集合 ,其 中 

2 lin Ma 一 区 区 ， 
veo zt， 一 好 
x 天 攻 ，z。， 芭 2， 且 使 以 上 极限 存在 。 由 于 y 一 w(x) 是 水 
平 曲线 ,所 以 jos| 筷 px。 又 取 定 点 了 之后, 数 集合 {ap} 是 闭 的 ， 
令 wlT,) 三 maxfe 一 min{ap] 之 2p。 显然 oCT,) 一 0 成 

立 的 充 事 条 件 是 : 曲线 y==u(x) 在 点 ?处 有 切线 即 函 数 y 一 x(x) 
在 x 二 * 可 徽 , 即 极 汇 


fim 从 2 一 4(%) 
rit 一 
存在 , 记 作 w (x)。 因 为 若 w(x) 处 处 存在 u(x) 连续 ,所 以 为 证 
U(s) 连续 可 微 , 只 要 证 : 对 一 切 p€ U0U(s), wo(T,) 一 0， 
(3) QU 上 的 线束 了 = {|p 2} 在 映像 @ 之 下 不 变 , 即 
(67)， 一 了 ， 
《此 时 对 vpe 2 ,T， 可 能 是 多 根 5+ 中 的 直线 )。 由 (1)ihe 的 
定义 ,为 证 此 关系 式 只 要 证 : 
dgT -xp) 一 T,. 
设 pE UC):y 一 w(x), 到; Py EU(s)C 人 UL, 令 
q— qi(p), gq — 9p (p), i—1,2, 
由 (1)，g, 4q1 26Gvx 且 在 同一 水 平 曲线 y 一 &C(x) 上 。 由 中 值 
定理 


pr—p= p99) — Pg) — dplilg 一 9)， 
其 中 了 在 4, 4; 之 间 , 即 


2 Xl fs 1, Xz 一 Kl 
, 人 一 机 加 CC 2 (Xx,) 一 a) 
于 是 


,HE) AE) 
u(x2) — u(x1) 一 和 2 Ky 一 XI 
X2 一 Ji 十 F EX) — Hx1) 


Ky 一 Xl 


当 六- 时， 站- 有 旧 了 9， 如果 丝 ( 束 ) 一 外 区 ) 极 


Xa — Kl 


限 存在 为 a， 则 下 二 引 玉 》 概 限 存在 为 BC 不 可 能 是， 因为 


u(x ) u(x1) 


gr 十 gy 
有 界 w) 且 8 一 Fe 类 似 地 ,车 一 站 极限 存在 ， 
则 就 于) 一 并 如 》 极限 存在 ， 总 之 ,有 


dygTs ~ T,, 4g~— 9 (p), 
(4) 对 Vpé 2 , wlT,) = 0. | 
若 某 个 PE 使 oT,) 产 0， 在 此 点 了 应 用 XT 在 B 下 的 
不 变性 ,得 


oT) = oC OT),), 
男 一 方面 , 由 (1) 中 不 等 式 


1 
oz 一 pr| < 7 [ae 一 ke) 一 Bo-xpj| 


wo(C(o7)，) 去 于 wTo-up)), 


所 以 有 关系 式 
20(T 0) < wo To up), 
重复 # 次 此 不 等 式 得 
2*okT，) < oTonp)), 
因为 对 Vp& 2U ，w(T,) 委 2 所 以 上 不 等 式 右 端 有 界 24w。 若 天 
端 oCT,) 关 0， 则 矛盾 ,所 以 eT,) 一 0， 
总 结 以 上 讨论 得 知 : T， 中 只 有 一 根 直 线 ， 是 水 平 曲线 U(s) 
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生 点 ? 处 的 切线 ,DV(5):y 一 w(x) 是 连续 可 微 的 。 由 于 了 工 和 在 里 和 
不 变 , 了 ,ES 所 以 当 2E A 时 ,了 就 是 上 定理 中 的 5*, 即 U(G;》 
在 点 了 & 4 处 时 雪线 屿 是 汉 示 结构 中 的 Lp。 

类 似 地 可 证 ,上 A 时 ks) 在 如 处 的 切线 就 是 工 rr。 最 


后 来 讨论 Smale 马路 在 不 变 集 4 上 的 结构 稳定 性 ， 
由 定理 3.10 已 知 , 当 微 分 同 胚 P 对 4 二 二 满足 条 件 (i) 与 


Ciii) 时 ,在 在 FP 的 不 变 集 4 C 8 与 同 肚 z;> 一 A， 使 以 下 关系 成 
Y:; 


A ~A 
如 果 微 分 同 胚 Pp 作 小 扰动 后 的 微分 同 胚 由 也 对 某 个 己 << 计 


满足 条 件 (i) 与 (证 )， 则 由 定理 3.10， 存 在 上 的 不 变 集 4cC8， 同 
胚 子 : 了 一 及 使 


也 就 是 说 : p:4 一 4 与 $:4 一 人 是 拓扑 共 绒 的 ， 
如 果 对 微分 同 胚 9 作 C: 小 扰动 后 的 微分 同 豚 由 都 与 9 有 以 
上 关系 , 则 称 P 在 不 变 集 4 上 着 结构 稳定 的 ， 


。81 + 


六 了 使 微分 同 且 小 扰动 后 的 者 能 对 某 5 < 于 满足 条 从 
65 人 (需要 对 9 再 加 一 些 条 件 . 人 网 如 , 设 集合 
0 一 10 委 xx< 委 1 一 上 < 魏 7 委 1 十 s}， 
0 = {—s rli+c,0 yA1l}, 
要 求 q:0' ~>R',， 使 
pO)N 0 = U VU,, 


如 下 了 


上 ,是 0” 上 互 不 相交 的 水 平 条 ,pg ,) 一 爷爷 , 是 0 上 上 互 不 
相交 的 铅 直 条 ， 又 如 ， 要 求 存在 5 > 0， 使 十 3 过， 然后 


9 满足 加 强 了 的 条 件 (iii): p 将 (jj 了 上 的 遍 形 从 
aeérf 


Si:1n) Cp + 0)18 
映 到 扇形 从 | 
Si < 1s] 
内 。 又 有 
EA 
此 问题 的 详细 讨论 见 [10] 与 [111。 


$3.6 C” 拓 扩 


如 果 函 数 f.1 一 RR，1 是 尽 上 闭 区 间 , 在 I 上 有 7r(r 之 0) 
阶 连 续 导数 ,如 fe Ct1,R] 时 ,我 们 经 常 取 上 了 的 模 为 
作用， 一 max{sup|f (x)| ， sup | 了 (ci sup | fo 上 


一 sap{l 广 Co|， 了 一 0， 1 r}。 


如 果 陋 射 人 :0 一 RR'， 吕 是 R" 沾 紧 集 , 为 r 阶 连续 可 导 时 ， 
即 fe CU, RR']， 可 取 了 的 模 为 
Hf = sup{lD’ Te 7 一 0， 1 …， r}, 


其 让. 


IDif Co 一 mr {DD Di | ， 1 一 1 中. 
3 让 1 Xo 
jo 


如 有 果 映 射 f:M -> 灵 :，M 是 严 维 紧 流 形 , 当 为 +r《r 之 0) 阶 
连续 可 导 时 , 即 fe CMM,R']， 我 们 如 下 地 定义 f 的 模 : 
因 MM 紧 ,存在 有 限 个 卡 (pi DG 一 1 1) 使 U LU; 覆 


盖 了 M。 于 是 对 Vx € M，3i， 使 x€ VU;。 作 以 gi(x) 为 心 ， 半 径 
为 s(x) 的 球形 邻 域 使 之 在 pi(0i) 之 肉 。 取 以 pi(x) 为 心 ,半径 
为 (x)/2 的 球形 邻 起 ,此 邻 域 在 p; 下 之 原 像 为 * 在 U0; 中 的 邻 域 
《车 * 在 多 于 一 个 0; 之 中 , 则 取 各 原 像 之 交 为 * 在 各 0; 中 邻 域 ). 
于 是 ，Vxe MM， 都 对 应 到 一 个 包含 * 的 邻 域 ， 故 存在 其 中 有 限 个 
xi 一 1,""* ,六 )， 其 邻 域 覆盖 M。 对 M 中 开 集 UV; 考虑 集合 


2 ~ {eVildpi(e), PA) < OO, 当 ac 可 


不 

显然 pC2Z Copi(U;), 且 局 缴 , 窗 盖 了 所 有 xi! 一 1,……， 
&) 的 邻 域 ,从 而 覆盖 了 M. 

记 天 一 fogP FS) 一 有 一 1 人 )。 令 于 的 
模 为 

让 一 max sup{l|Difi,l| , « € pi i), 1 一 0 ， 1 ，…， “9 r}. 

取 不 同 的 卡 时 ,如 此 定义 出 的 模 是 等 价 的 。 

命题 3.13 ”对 以 上 定义 的 模 上 .中 ，C'[M, R'] 是 完备 的 。 

证 明 设 jf: M 一 R',n 一 1,2,-…，, 对 下 下 是 Cauchy 序 
列 .于 是 对 Vpe M，f,《p) 是 R' 中 的 Cauchy 序列 ,因此 收敛 于 
一 点 fp) ERR'， 即 jCp) 一 limf,(p)， 特 别 的 ,fi(2) 一 fi(4》， 


对 2 E pi ,), 1 一 1 其 中 请 = fopr's f’ = foo 


» 33 + 


对 任意 固定 的 “6e pA 人 2;)， Dfs(w) 是 线性 算 子 空间 LC(R"， 
加 "中 的 Cauchy 序列 ,因此 DFiozD) 收 全 于 了 了 Ka)e LCR”,R'). 
我 们 已 知 ,对 Ve 之 0, 3m,， 当 ,53 宇 m0, 对 一 切 WE 9 i) 


DF) — DCO < 本 ， 


1D 扩 Ce — TO 
< |DfiCx) — DFACON + DE — TOO). 
注意 ,对 任意 固定 的 we px,)， 总 有 #5 一 zw) 之 wm， 使 


lp Fa 一 To < 了 


于 是 , 当 # 之 mw 时 , 对 一 切 w€ pi(8H;)， 有 
[Dfi Cu) 一 To < s， 

即 收 襄 是 一 致 的 因此，fi 是 连续 可 导 的 ， 且 DF 一 Ti。 所以， 
对 模 晶 -由 , 4 一 了 

类 似 地 讨论 可 归纳 出 ， 若 了 是 次 连续 可 导 的 ， 对 模 | 1， 
刀 一 总 之 ,对 模 上 -|,，Cauchy 序列 是 收敛 序列 . 量 

可 以 类 位 地 定义 流 形 MM 到 流 形 N 的 ?次 连续 可 导 映 像 了 的 模 
上 《只 要 将 六 拒 人 某 个 R' 之 中 ) 并 且 得 到 Banach 空间 C'[M， 
N]。 对 于 各 种 不 同 的 嵌 人 法 , 所 得到 的 模 是 等 价 的 。 这 些 比较 细 
致 的 问题 ,这 里 不 再 详细 讨论 . 

CM,M] 中 全 体 C” 微分 同 胚 组 成 的 集合 记 作 Diff'(M)， 
它 是 C'[M ,M1 中 的 开 集 。 
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第 四 章 ”Hartman 定理 与 稳定 流 形 定理 
$ 4.1 双 曲 奇 点 与 双 曲 不 动 点 


考虑 非 线 性 系统 
区 一 XX(x)， 

其 中 xe M,M 是 # 维 紧 流 形 ; Xe 2TAM) (rr 三 1 或 了 <Rn， 
XE€EC'(r > 1). 

定义 ” 称 点 pe M 是 系统 zz 一 X(x) 或 是 向量 场 X 的 奇 点 ， 
如 果 X(p) 一 0。 若 P 是 X 的 奇 点 , 且 DX(p):T,M 一 TM 无 
零 特 征 值 , 则 称 2 是 简单 奇 点 ,其 中 DX 是 X 的 导 算 子 , 7 衬 
R" 是 点 乡 处 的 切 空间 。 如 果 进 而 DX(p) 无 实 部 为 零 的 特征 值 ， 
则 称 之 是 双 曲 奇 点 . 

由 以 下 例子 可 见 ， 间 非 简单 奇 点 或 非 双 曲 奇 点 的 向 入 场 巷 结 
构 不 稳 守 的， 

例 1 设 上 是 尽 上 的 一 个 线性 向 量 场 , 在 标准 基 下 的 和 矩 庶 为 


0 0 
(, _ 
显然 展 的 一 维 了 空间 x 轴 中 任 一 点 都 是 二 的 奇 点 ， 是 非 简 单 奇 
我 们 来 证 明 ,对 vs > 0. 都 存在 不 可 数 个 向 量 场 构成 的 集合 
NM ,使 得 VXE NH ,都 有 iX 一 Li 过 2, 但 VX,ZEAM、 XX 与 
2Z 的 流 都 不 拓扑 等 价 、 


由 了 Ce) = ( ) 是 一 个 常 向 量 场 ,集合 KCR 是 紧 子 集 .了 
有 有 界 C= 函数 p:R 一 尺 ,使 怡 在 沫 合 K 上 为 零 . 且 前 7 阶 导数 也 都 


咨 界 。 对 任 给 的 s > 0, 存 在 足够 大 的 #, 币 .p 的 57 模 
7 


令 向 量 场 Z 一 上 十 ， py ,显然 ,上 2Z 一 Lh 过 6,2 的 奇 点 集 


合 恰 为 * 轴 上 集合 K， 
如 果 天 与 K, 是 民 中 两 个 不 同 胚 的 紧 子 集 , 则 按 以 上 方法 构 
造 出 来 的 向 量 场 2 与 2, 就 不 拓扑 等 价 。 所 以 工 附近 向 量 场 的 等 
价 类 至 少 与 尽 中 紧 子 集 的 同 胚 类 一 样 多 。 
例 2 设 工 是 由 和 盾 阵 
0 1 
(1 0) 
给 出 的 R: 上 的 线性 向 量 场 ， 显 然 ,原点 (0,0) 是 唯一 的 奇 点 ,是 简 
单 奇 点 ,但 非 双 曲 奇 点 。 
令 p: 民 -如 是 一 个 C= 函数 , 使 得 
p(0) 一 0，crb(0) 一 0， 丰 一 12 
考虑 同 量 场 
》 十 pr’)x 


XCxz， D=( pl ri)y 
显然 ，X(C0, 0) 一 0,， 且 


DxC0, oO-(_， 站 


)， 一 十 


因此 (0,0) 也 是 XX 的 简单 奇 点 ， 

令 K 是 R+ 一 {xe Rir 之 0} 中 一 个 包含 一 0 的 紧 子 集 57 
是 一 个 包含 KK 的 区 间 , 取 ?使 pK) 一 0, p 在 I 一 K 上 不 为 零 ， 
而 在 民 一 1 上 为 零 . 

给 定 8 > 0 与 上 NN， 存在 ?使 1X 一 Lx 过 8s。 因为 对 系 
统一 义 (x) 有 


~ B6% 


dr 
= 2rip(r7:), 
J plr’) 


所 以 , 若 re Rt 使 pl(7:) 一 0, 则 圆 局 > 一 >。 是 和 的 闭 轨 。 
若 区 间 (a,5)CR!, 使 当 ye (ae， 思 时，o(r > 一 0<0)， 
而 
oa’) = po) 一 0， 
则 X 在 环 状 区 域 
{z ER'|la < |z| < 06} 
内 的 轨 线 都 不 闭 , 而 以 闭 轨 ”一 2 为 <(o) 极 限 集 ,以 闭 轨 一 
为 ola) 极限 集 , 
对 于 集合 天 ,集合 {x ER*|x*€ K}( 与 K 同 肚 ) 是 向 量 场 X 的 
闭 轨 与 * 轴 的 交点 集 。 因 此 ， 当 Ki 与 K; 不 同 胚 时 ， 按 以 上 方法 
构造 出 的 向 量 场 X, 与 X; 不 拓扑 等 价 。 
命题 41 设 XE 如 "My),pé M 是 和 的 简单 奇 点 ， 则 存在 
XX 的 邻 址 .JC2(M),p 的 邻 域 UCM 与 唯一 一 个 连续 映射 
pb' NH > U， 使 得 任意 向 量 场 Ye .A ， 痢 在 U 中 有 唯一 简单 柯 
点 p(Y)。 从 而 ,简单 奇 点 是 孤立 的 ， 
证 明 因为 问题 是 局 部 的 ， 可 在 点 了 取 局 部 坐标 卡 ， 所 以 我 
们 设 


M 一 Re，p 一 0，X6E 2 Dr)， 
其 中 Dr 一 {x€ER"||x| 之 1}, 办 为 辟 "(D*) 是 Banach 空间 ， 
我 们 应 用 Banach 空间 的 隐 函 数 定理 。 
著 蕊 了 肌 射 pg:D” Xx 缀 (D"*) 一 R"， 
px, Y)= YY(r). 
PD 是 C1 映射 (p(x, Y) 固定 Y 后 为 一 向 量 场 ,对 * 是 C' 的 ;固定 
xz 后 ,对 Y 是 线性 映射 )， 
p(0, X) = X(0) = 0, 
由 假设 DXC0) 无 零 特 征 值 , 所 以 
Dig(0, X) =— DX(0): R” — R" 


央 疝 弥 。 parsiz 字 理 ,3 点 0 的 邻 域 oCD", 三 的 郭 域 -Ac 
溉 六 D"), 与 哗 一 的 C' 肌 射 of 一 Do 使 

yplY),Y)— YCo(Y)) 一 1， 
即 pCY) 是 Y 了 的 奇 点， 因为 DX(0) 是 同 构 , 而 同 构 的 集合 是 开 
的 ， 所 以 缩小 人 与 we 可 使 DY(p(Y)) 是 同 构 , 即 pCY) 是 Y 
的 简单 奇 点 。 量 

命题 4.1 指出 小 扰动 后 的 向 量 场 在 原 向 量 场 的 (孤立 ) 简单 奇 
点 附近 存在 唯一 的 简单 奇 点 .下 节 中 将 给 出 Hartman-Grobman 定 
理 , 它 进一步 指出 向 量 场 在 双 曲 奇 点 府 近 是 结构 稳定 的 ， 

令 多 ,C 孚 必 M) 是 由 一 切 禁 点 都 是 简单 奇 点 的 问 量 场 全 体 
组 成 的 集合 。 因 为 M 是 紧 的 ， 简 单 奇 点 是 孤立 的 ,所 以 , 若 向 量 场 
”大 6 多 ,, 则 XX 必 只 有 有 限 个 简单 奇 点 。 令 多 :CC 多 是 由 一 切 奇 点 
都 是 双 曲 奇 点 的 向 量 场 全 体 组 成 的 集合 ,关于 它们 有 下 面 的 命题 ， 
我 们 不 加 证 明 . . 

命题 4.2 多 ,, 多 ,都 是 倪 必 M) 中 的 开 秋 集 ， 

对 于 紧 流 形 M 上 的 微分 丙 卡 ， 我 们 平行 地 给 出 以 下 定义 与 命 
题 。 

定义 ”车 点 pe M 是 微分 同 且 fe Diff(M) 的 不 动 点 ， 且 
Dj(p): ToM 一 T,M 不 以 1 为 特征 值 ， 则 称 ”为 了 的 初等 不 动 
点 。 如果 进 而 Di(p) 没有 模 为 1 的 特征 值 , 则 称 靖 为 了 的 双 曲 不 
动 点 ， 

注 : 为 了 联系 向 量 场 的 简单 奇 点 ， 双 曲 末 点 与 微分 同 腑 的 初 
等 不 动 点 , 双 曲 不 动 点 ,可 以 考虑 系统 * 一 XX(x)，, 它 以 P 为 奇 点 . 
记 此 系统 的 流 为 wp(zP *)， 取 定 T(T 关 0) 之 后 ， 贞 射 1(x) = 
qp《T,x) 就 以 P 为 不 动 点 . 


因为 下 pl!, x) = X( wlis x)), 所 以 


了 Deep(rz) 一 DXloo wsDe( xzr)， 
i 


于 是 Dzp(t,p) 满足 线性 方程 


总 D:pli, p) 一 DX p) ' D:pli, p). 


所 以 
Dop(T,， p) 一 eDXCp) 7 ， 
即 有 
Df(p) = eTDX(P)， 

命题 43 设 fe Diftf"(M), pp 是 了 的 初等 不 动 点 ， 则 存在 
的 一 个 邻 域 HCDIiff"(M),p 的 一 个 邻 域 UCM 与 唯一 的 连续 映 
射 p:.N 一 局 ,使 得 对 任意 徽 分 同 胚 ge HN, 都 在 口内 存在 唯一 
一 个 初等 不 动 点 p(g)， 从 而 ,初等 不 动 点 是 弧 立 的 ， 

令 GoCDiff"( M》 是 由 一 切 不 动 点 都 是 初等 不 动 点 的 微分 
同 胚 全 体 组 成 的 集 台 。 GiCGo 是 由 一 切 不 动 点 都 是 双 曲 不 动 点 
的 微分 同 胚 全 体 组 成 的 集合 。 

命题 4.4 Go,G! 都 是 Ditf(M) 中 的 开 笛 集 。 


44.2 Hartman 定理 


Hartman 定理 指出 ,一 个 微分 同 胚 f 在 其 双 曲 不 动 点 附近 局 
部 拓扑 共 示 于 它 的 线性 部 分 , 即 它 的 导 算 子 。 类 似 地 ，Hartman- 
Grobman 定理 指出 ,一 个 向 量 场 X* 在 其 双 曲 寄 点 附近 局 部 拓扑 等 
价 于 它 的 线性 部 分 。 

定理 4.5 (Hartman 定理 ) 设 1€EDitff(M)(r 之 1),péEM 
是 了 的 双 则 不 动 点 ，4 一 Di(p): TM 一 T,M 是 1 在 ?的 导 算 
子 , 则 存在 点 的 邻 域 VY(p)CM, 原点 0 的 邻 域 CC0)CTeCM) 
与 一 个 同 有 凸 h:U 一 了 ,使 得 

hoA 一 foh, 

由 于 讨论 的 是 局 部 性 质 , 通 过 取 局 部 坐标 卡 可 认为 是 从 Ba. 

nach 空间 EE 至 的 同 胚 ,不 动 点 ? 是 原点 O， 为 证 此 定理 先 证 三 
B89. 


个 引 理 。 
引 理 1 设 E 是 Banach 空间 ,Le (EFE), 满 足 1 万。 一 
1,，GE€ (EE) 是 同 构 ,16G 串 筷 a 过 1, 则 


(a) /十 工 是 同 构 , 且 1 十 直入 一 一 ; 


工 一 4 


(b) 1 十 G 是 同 构 , 且 上 1 十 G) 入 本 7。 
证 明 《a) 给 定 y€E E, 令 w(x) 二 y 一 上 (x), 由 此 定义 一 映 
射 w:E 一 E， 显然 
[uCx) — ux )| Salxi — |, 
即 w 是 压缩 映射 ,从 而 # 有 唯一 不 动 点 x6 ,使 
*— u(x)—y— Lr), 
所 以 对 Vy &€ E ,存在 唯一 x€ EE, 使 
y= x+ L(x), 
即 了 十 工 是 同 构 . 
考虑 yEE,ly| 一 1. 令 xEE, 使 
(J+-L)'y=x, 
因为 * 十 Lx 一 yy, 于 是 


Ix| —ajx| 志 1, 
从 而 zl < 二. 
我 们 得 到 了 
上 CT+ < oO 
(b) 显然 


1+G= G(+G.). 
因为 上 G 避 所 a < 1， 由 (a) 得 知 1 十 G 可逆， 因此， 二 G 
可 逆 , 且 
(十 C) 一 1 十 CD GT 


90。， 


从 而 得 到 
ITGc) IT Ice < 一 人 
由 定理 假设 ,4 一 DfC0) 是 双 曲 线性 自 同 构 ,根据 定理 1.15， 
存在 空间 E 的 一 个 等 价 范 数 | |, 的 一 个 直 和 分 解 E 一 E'@@E*， 
使 得 E', E* 对 4 不 变 , 令 
本 一 418，4 和 一 41B"， 


4a<1l, AV YSa<1, 
令 CHE) 是 从 Banach 空间 有 到 EB 的 有 界 连续 映射 # 所 组 
成 的 Banach 空间 ,其 中 范 数 规定 为 : 
lulls = sup {luCa) 1}. 
因为 一 FE*, 所 以 ，C 欠 E) 可 作 如 下 的 分 解 : 
CE)~ CHE, EBCHE, E*), 
对 Vu€ CE),z 一 ww' 十, 其 中 
而 ”zu 分 别 是 投影 :EE 一 E', zn:E EE*. 

引 理 2 存在 一 个 正 数 6 > 0, 当 pi,w:€ C2(E), 部 是 Lip- 
schitz 映射， 且 Lip 常数 玉 委 8 时 ，4 十 9 与 4 十 qi 拓扑 共 
思 .。 

证 明 首先 注意 ，s 充 分 小 和 LI4 外 时，4 十 9 与 
4 十 gp: 是 忆 上 的 同 胚 ， 

(1》 我 们 需要 证 明 , 可 以 找到 一 个 同 睹 六 忆 一 已 ， 使 得 方程 

po(4 十 gp) 一 (4 十 ga:)op 
成 立 ， 为 此 考虑 形式 如 下 的 h: 4 一 /十 wx， 1 是 恒 同 映射 ，w& 
CE)， 从 而 # 应 满足 等 价 的 方程 : 
Aou — uoCAt pi) = gi ql + w), 
《2》 定 义 线性 算 子 L:CHME)~ 一 C2E)， 
Lu= Aou— ul A+ pi). 


ede。 


我 们 来 证 明 : 工 可 逆 ， 且 
Za 4 ~ 0), 
其 中 范 数 由 "由 是 由 C 兴 E》 中 范 数 上 1, 导 出 的 CE) 上 的 算 千 
的 模 ， 
先 将 工 表 为 工 一 4oL*, 其 中 
A:CHUE)— CHE), A(n) = Aou, 
Lx:CICE)-> CHUE), Lu =m nu— Atouol A + pi), 
与 L* 也 是 线性 的 。 显 然 亏 可逆 
A (nu) = AT!onu. 
且 由 不 等 式 
A471 < 47 
得 知 
4 出 志 14 和 
因此 为 证 工 可 逆 只 需 证 明 上 L* 可 道 。 
为 证 L* 可 逆 , 注 意 C 欠 E,E') 与 CK《E，E*) 都 是 L* 不 变 
的 ( 因 E',E* 是 4 不 变 的 ), 因 此 可 以 分 解 L* 如 下 : 
L* oo LL*’ 十 也 本 ， 
其 中 
也 em L*|ICHE,E), L**~— L*|CE, E*), 
ZL# 有 逆 。 这 是 因为 , 算 子 
zi | 一 > ATlou'o( A 二 1) 
可 逆 , 其 逆 算 子 
扩 [ 一 > A'ou:oC A 十 p) 
的 算 子 横 受 14 委 a 一 1, 由 引 理 10b)， 世 # 可 道上 且 


< oo. 


类 似 地 ,由 引 理 1(a) 得 算 子 L** 可 逆 , 且 


作 CE*e7 二 本 ， 


一 8 


ee 


注意 由 定理 1.15 得 到 的 E 中 等 价 范 数 规定 当 
T= x Tr, XE EE:, rE Eh 
时 ，|z| 一 max(|x'|', |x*|*)， 所 以 线性 算 子 L* 可 逆 , 且 
CE*07 NS maxdll CL* YL CL 7 


<—l. 
1—4a 


因为 工 一 To7*, 得 L-' 一 L*-1o7-1，L-! 是 线性 算 子 ,上 且 
出 专 二 。 1 41 ~ a). 
(3) 证 明 : 当 。< 二 帮 时 , 觅 射 e:CME) 一 CICE)， 
(Wu) = LL (gpm— poll 十 u)) 
有 唯一 不 动 点 ut CXE). 
因为 对 Yu ,wu € C2(E), 有 
pC) 一 ruz), 一 L701 十 mm) 一 gzo(1 十 4“)], 
47 一 a) ella — wll,, 


所 以 当 。 < 1 去 时 ,“ 是 压缩 映射 .因此 在 空间 CXE) 中 4 有 


唯一 不 动 点 
(4) 总 结 (2) 与 (3) 得 知 , 当 < | 4 由 1 一“) 时 ， 存 在 叭 
一 的 we CE), 使 
u~ pr) Lp — pl + 4)], 
贡 使 得 
Aou— wo(At+ qi) = pi— qo(l + wn), 
亦 即 存在 wk C5(E), 使 
(1 十 mo(4 二 一 (4 十 go 十 4), 
(5) 验证 工 十 x* 是 辣 胚 ， 
我 们 可 以 用 同样 的 方法 证 明 , 存 在 唯一 的 "6 C%(E), 使 
(T+ vA+ gi) = (4+ gp) tv) 
成 立 。 下 面 来 证 等 式 
» 93. 


(1 十 2 十 四 一 (1 十 轨 (T 十 个 一 了 
这 是 因为 ,显然 有 
(IAF FAA p= T+ uA+ p+ vy) 
=— (A+ pl w+ vr). 


记 

(7 十 xz)(7 十 一 /十 ar， 
其 中 

w= y+ ul 十 ECICE)。 
上 式 成 为 


CTI+w) A+ Pp) = (A+ pA w). 
另外 ,上 面 已 证 ,方程 
CTF)AT pi)— A+ gt 
对 于 满足 定理 要 求 的 p,,qg; 有 了 唯一 解 ws E CE). 而 当 9 一 9 
时 ,应 有 解 x 一 0。 所 以 w 一 0， 即 
(十 zz) 一 了 
类 似 地 可 证 
(二 oO 十 一 了 
这 就 证 明了 1 十 #* 是 同 胚 。 
总 之 , 引 理 2 中 之 6 过 《1 一 oO)4 中 即 可 时 
引 理 3 对 于 给 定 的 8 >>0， 存 在 一 个 gE CE) 具有 
Lip 常数 所 与 原点 0 的 一 个 令 域 00, 使 在 U 上 ， 
f= A+gp(A= DIO)), 
证 明 令 a:R 一 R 是 C” 函数 ,具有 以 下 性 质 : 
(i) 当 t 守 1 时 , ol?) = 0，; 


(ii) 当 :去 二 时 ， ca) 一 1; 
(iii) 对 ViER, lea) 二 K,，K>>2、 从 而 对 Vi€R， 


lal2)| SK 
将 f 表 为 4 十 4, 则 
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$0) = 0, D$(0) 一 0. 
取 球 心 在 原点 ,半径 为 > > 0 的 球 有 ,使 得 对 Vx & B,。 
IDy (Cx) < s/2 天 。 
定义 一 个 映射 pg:E 一 E， 


v6) = 0 (lH) on), 


9 就 满足 引 理 的 要 求 . 
首先 , 若 al ,| za| 过 1, 则 有 


“(i) 中 (2 ) 一 lal) (aa 


<|[:() -st)| cc) — sco))) 
+ jc( 包 | 


< Kk 区 一 于 = 元 | 入 | 十 K 一 - | 和 一 


7 


es 

若 jx| 和 rr，|xi > r， 则 存在 x;， 

x = x1x xl. 
因为 g(x) 一 p(x,) 一 0, 所 以 

lpr) — pen) = pe) 一 四 xz elr— 
elr— x,|; 

若 Ix ,|xi| 宇 7, 则 

19(xz) — px) = 0 elr ol. 
总 之 ,9 有 Lip 常数 二 s。 


其 次 ， 取 原点 0 的 争 域 0 一 B;, 则 因为 当 jz| < 地 时 ， 


p(z) 一 (rx); 所 以 在 UU 上 jf 一 4 十 pg. 
定理 4.5 的 证 明 令 8 如 引 理 2 中 所 取 , 根 据 引 理 3，、 存 在 原 
点 0 的 一 个 邻 域 口 与 一 个 gE CHE),gq 的 Lip 常数 和 8s, 使 在 U 
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上 + 一 4 十 m。 由 引 理 2 存在 同 肽 h:B 一 , 沪 
po4 一 (4 十 中 )op。 
因此 ,在 U 上 
hoA ~ foh. 
Hartman 定理 联系 到 类 似 于 命题 4.3 的 关于 双 曲 不 动 点 的 结 
果 与 定理 1.22 立刻 得 到 : 
推论 设 fe Diff (M)(r 之 1)，p€ M 是 f 的 双 曲 不 动 点 ， 
则 了 在 ?局 部 结构 稳定。 
定理 4.6 (Hartman--Grobman 定理 ) 设 原点 0 是 向 量 场 
XE 统 "R") 的 双 曲 奇 点 , 则 存在 点 0 的 一 个 令 域 UCR*,U 上 
的 一 个 局 胚 4， 局 部 地 将 系统 二 一 (x) 的 六 9, 的 轨道 保 方向 地 
映 成 线性 系统 
E— DX(0)E 
的 流 ex 的 轨道 。 
证 明 参 看 [2]. 


$43 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 


定义 设 fe Diff"(M), pé M 是 + 的 双 曲 不 动 点 , 则 称 集 合 
W'(p) = {9€ MIf"(49)—>p, 当 n—> 00} 
为 f 在 ?的 列 定 流 形 、 称 集合 
Wr(p) = {gE MIf""(g) >p, BM 2 一 co 
为 f 在 ?的 不 稳定 流 形 . 
此 处 称 此 集合 为 流 形 , 下 面 的 定理 证 明 此 集合 确 是 方形 。 
例 1 车 4 是 尺 " 上 的 双 曲 线性 自 同 构 ,， 则 玉 ” 可 直 和 分 解 如 
下 : 
Rn 一 EDE:, 
使 9g€ E' 时 ， 
A*(q)->0,， 当 n> %; 
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4ecE"” 时， 
47*(4) 一 0， 当 7- oo， 
对 于 其 它 9 关 0， 则 当 > 一 十 oo 或 一 一 co 时 有 |4"(q)i 一 
co。 所 以 4 在 不 动 点 0 的 稳定 流 形 W《0) 一 E’, 不 稳定 流 形 
WM《0) 一 E* 都 是 R* 的 子 空间 。 
例 2 由 竺 泗 


/2 1 

4 一 人 ， | 
导出 的 二 维 环 面 T? 上 的 双 曲 线性 自 同 构 在 双 曲 不 动 点 0 的 稳定 
流 形 


W'(0) ~ {Clx1, (yl)e rly ~ = 一 “|， 
不 稳定 流 形 
W"(0) ~ {Lxl,lyl)e rl -+} 


都 是 T? 上 的 笛 集 。 
定义 设 UCM 是 ?的 一 个 令 域 , 称 集合 
Wilp)= {9€éE MIf"(g)eE U, vn > 0} 
为 了 在 ”对 邻 域 过 的 局 部 稳定 流 形 ; 称 集合 
WSé(p) = {9g€éE MI "(gq)eU, vn> 0} 
为 于 在 ?对 邻 域 局 的 局 部 不 稳定 流 形 。 

注 1: 对 于 充分 小 的 邻 域 U， 

Wi(p) = {q€E MIf"(gq)EU, 0 有 FPC) 一 bb， 3 n> %}, 
从 而 WCp)CW'(p)。 关于 W%(p) 有 类 似 的 结果 ， 

“一 "是 显然 的 ,。 “CC "关系 成 立 由 Hartman 定理 得 到 。 根据 
Hartman 定理 ,存在 点 的 邻 域 U(p)CM ,原点 0 的 邻 域 VO) 
CT,M 与 同 有 是 h:V(0) 一 Ulp) 使 ho4 = foh. 所 以 只 要 口 充 
分 小 ，UCU(p)， 如 果 点 46 Wi tp) 《好 f(g)eEU, vn 之 0)， 
令 ao 一 hq), 就 有 aE V(0), 且 
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da Ah (gq) hf(G9)) EV 对 Yn> 0, 
从 而 se E'，A"a -> 0, 当 mn 一 oo。 由 此 得 到 
f(g = h(a) = hAr sr > HO)=p,， no%, 
即 9 属于 等 式 右 端 之 集合 . “C "成立. 
由 注 1 的 讨论 得 知 ;: 取 > > 0 充分 小 ， 使 原点 O 为 心 > 为 半 
径 的 小 球 B,CVCO), 又 令 U 一 多 B,), 于 是 vek B,, 使 A"*o 
B, 且 A*o 一 0, 当 nn->c0, 即 
so€ E'<>4q— Ma)é Wilp), 
即 有 
注 2; Wi(p) = BNED), Wi(p) = MB,NE'). 
下 面 先 讨论 局 部 稳定 流 形 。 不 妨 设 f 是 定义 在 Banach 空间 
E 上 的 微分 同 卜 ， 且 f 以 原点 O 为 双 曲 不 动 点 ， 令 4 一 Df(9)， 
则 4 是 双 曲 线性 自 同 构 , 于 是 E 可 直 和 分 解 为 
E 一 EODE:, 
E:, E* 在 4 作用 下 不 变 。 对 Vze 互 ， 记 
X= (Xx, Xs), KEE', x EE*, 
在 E 上 的 范 数 
[|x| 一 max{|z|;, 1x, la}. 
[zl = xj, Tx = lx 
AIE' = A, AIE*~ A'. 
A 和 a<1, 4) a<1. 
我 们 称 e 为 了 在 点 O 的 斜 度 。 
下 面 总 以 B;: 表示 五 中 以 原点 O 为 心 8 为 半径 的 球 , 又 令 
B= Bel\E'’, Bs— BeNNE*. 
将 f 表 为 1 一 4 十 »,; 因 ff 是 C 的 ， 
(0) 一 0，D 帮 0) 一 4, 
所 以 ?是 Cr 之 1) 的 ， 
"0)— 0, Dx(0) = 0。 
因 Dn 连续 ,所 以 ,对 给 定 的 es > 0，3 8 > 0， 使 在 原点 的 邻 域 
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Bs 内 
IlDrll < s， 
从 和 而 在 Bs 内 ?是 Lipschitz 的 ,有 目 Lip 常数 一 8 
以 下 出 现 的 s，8 如 上 所 述 ,又 设 6 二 1 一 6 
引 理 对 Vz EB, z= (rx,y), x€ E', y€E*, 
|z| 一 maxClx| ,1y!). 
设 . 
2 x00), tH (0 EWHO) = Wh(0), 
2 fz) xs 1)s 2 f(z) x, y'), 
则 有 以 下 结论 
《a) 若 对 某 m, 不 等 式 
jy™— yl > jr? Oo xnl 
成 立 , 则 对 一 切 《 一 王 十 1，m 十 2,..…, 有 不 等 式 
[yy i zl 


与 
iy yt| 守 (= 一 ) |y" 一 y»|。 


(b)》 若 对 基 个 x, 不 等 式 
ly" oy.| < jx — x,| 
成 立 , 则 对 一 切 《一 0,1,-……,n 有 
[yt— yl < ixt— rl (et ew — xo|。 
证 明 (a) 因为 1y" 一 y。| 宇 |x” 一 z。| ,所 以 
lz 一 za 一 1y” — yl 
由 于 
2 ga an) — f(z) = Az" + m2" — Az, — NZms 
注意 z*,z,€ W 并 O 〇 ) 就 得 到 
lx" xan| SS |A'ix" 一 xz 十 jir(Cns” 一 nzm)| 
alr"— xn| 二 Elz" 
(e+e)ly"— yo| 


| 
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与 


yr ya 2 4 一 Aryn,l 一 |zs(az” — nzm)| 


1 |m 
之 二 1 一 yo 一 slz” 一 ze| 


合 起 来 ,就 有 


~ 
17” 一 ym+i| 之 (+ 一 = 一 二 6 | x+ 一 Xm+i|e 


因为 s< 1 一 6 时 ， s < 二 (一 9, 所 以 


更 十 1 。 二 上 
|y ym+ll 之 lx” 一 xm+i|, 


上 面 已 有 
17 — y+ | >({1 一 3 ly 一 yo|。 


总 之 ,我 们 已 证 明了 《== mm 十 1 时 结论 (a) 成 立 , 对 Kk 一 m 十 2， 
… 可 类 推 . 
(b》 由 (a) 立 刻 得 到 ,对 一 切 《 一 0,:…,n， 
lyt— yl 一 | 太一 xi|, 
从 而 
[zt — zk 一 | xx 一 xi |。 
于 是 1 
[rt nl lAxt— Axl +t Ir — wa4.1)| 
(a ee)Irt!— ril. 
依 此 类 推 得 到 结论 (b)。 时 
推论 1 当 z, zx € Wa《0) 时 ,存在 常数 1e(0,1)， 使 得 
LC 
证 明 令 2 一 f(z), 2 一 fz) 2 (x yo), 2 
《xnoyn)。 若 习 zn4 一 十 2O， 使 | 
[yn 一 ya < ixzak 一 zap|s 
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则 由 引 理 结论 (b) 得 ,对 一 切 rr 一 1,2，…)， 
[lz 一 zl 和 (er 十 8) 一 六 | 
好 
xz 一 sz 和 (ec 十 s)1z 一 z| 

因 s<1 一 go, 取 1 一 5 十 8 就 有 126e(0,1)。 推 论 中 的 不 等 式 得 
证 ， 

否则 ， 习 名 ,使 当 《 之 和 时 ， 

jy — yl 宕 [xi ~ xl 

由 引 理 结论 (a ) 得 ,对 宇和 ,有 

[yi 一 Yiol < ee /i < ree 
5 和 1 一 a 时 有 a ' 一 6 之 1, 令 《 一 oo 就 得 到 4 一。 
从 而 有 

Xho Kho Lh Zoe 

所 以 z 一 x 推论 中 的 不 等 式 显然 成 立 .。 是 

推论 2 我 们 有 

WHO) = {9€ Elf"(9)€ BosVn > 0; 9 一 0 一 coj， 
从 而 WO0)CW《O). 

证 明 这 是 注 1 中 应 用 Hartman 定理 已 经 得 到 过 的 结 洒 ， 
现在 由 推论 1 立刻 得 到 。 

定理 4.7( 局 部 稳定 流 形 定理 ) 设 fe Df 人 (Mr 之 1), 原 
点 0 是 了 的 双 曲 不 动 点 ，4 一 DKO), 在 原点 邻 域 6。 上 , {一 
A 十 mn, 1:B, 一 E 是 C" 映 壬 ,nC(0) 一 0,Dn(0) 一 0,Dsll< 
e (8 过 1 一 a), 则 存在 # EC《0, 8) 与 C' 映 射 &: Bs 司 Bs, 使 h 
的 图 像 


T= {(x, h(x))|r € Bw} 
是 了 在 原点 0 对 邻 域 B 的 稳定 流 形 匈 底 0), 其 中 
B=— Bi X Bs. 
证 明 (1) 令 下 是 Banach 空间 互 书 收敛 于 OO 的 序列 的 全 
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体 , 在 上 界 范 数 下 构成 的 Banach 空间 , 即 
天 一 {7 = {7,} ,>0 |7, € E,r,—0, 当 n— 00}, 
7 的 范 数 为 
ll 一 sup |7,l. 
令 G 是 BsCE 中 收敛 于 O 的 序列 的 全 体 组 成 的 集合 。 显 然 
GCK, 
注意 ,如 果 7 一 {7, 一 了 "(z)} EG, 则 x€EW 关 0O); 反 之 ,如 果 
z€ WO), 则 由 引 理 的 推论 2，{"(z)}€ G。 总 之 ， 
2 EWHO) < = {7, = f(z)}€ 6, 
我 们 先 来 分 析 {7, 一 下 (z)} 的 性 质 : 
7, 一 f(z) = ff" (2)). 
一 At” (2) 十 TCD 
一 4(4 十 ms) + 7, 1) 
= A (2) 十 AnCYs2) + Ts) 
= A'z + A ) + + A 1) + nr TD) 


n—l1 
= A'zs+ D2) A Tin). 
i=0 


将 7, 与 mn《7;) 按 子 空间 E',E* 分 解 : 记 
7, = (T7577), nr) = nT) 7i)), 
于 是 


tC4) (e+ D4 mn)), 


如 果 7EG, 则 7 有 界 ,而 惟 4") 中 志 4 < 之 1 所 以 , 当 wn 一 % 
时 ， 


wt D(A) 一 0， 
即 有 
2 一 一 2 CA®) ni), 


ea102。， 


经 过 以 上 分 析 ,我 们 定义 上 映射 F,: B; XG 一 已 一 了 四 Ex 如 
下 : 
r(x, 7) 
一 CO DA TD), — D4),) ), 
n= 0,1,--- 
考虑 F,(x, 7) 的 第 二 个 分 量 。 
ba C4) ek)| ed (3 CA) sup 为] 
(1 一 osup IC7)|!, 
由 于 YE CG, 7 一 0, 所 以 ,对 任 给 的 5 >>0,，3m%， 当 i 之 mn 时 ， 
ID < (1 ~ a)é, 
好 ”之 mm 时 不 等 式 右 端 <6， 所 以 , 一 co 时 F(x, 7) 的 第 二 
个 分 量 趋 于 零 . 再 考虑 F,《x,7) 的 第 一 个 分 量 ， 显 然 当 = 一 co 
时 , (A "x 一 0， 令 0 二 m 二 zw, 分 其 余 各 项 为 两 部 分 
Dy md)|<| D+|D 
第 二 部 分 用 类 似 于 上 面 的 方法 估计 ,估计 第 一 部 分 时 注意 |7;| 过 
8 所 以 区 7) 有 界 5。 于 是 


Dy 4) mn) | < ern + 1 — ossuplar)|, 


多 


对 于 任意 给 的 5 > 0， 取 w 充 分 大 使 后 一 项 < 全 ， 再 取 # 充分 大 


使 前 一 项 一 5. 所 以 F,(x, 7) 的 第 一 个 分 量 当 = -> co 时 也 趋 
于 零 。 总 之 {F,(x, 7)} 6 天 。 
令 F(x,7) 一 {F(xs7)}, 则 FF 是 BsXG—K 的 上 映射。 
(2) 对 x€B3,7E€G, 习 y€Bj 使 
7 一 fx, )) 47 = Fr, 7), 
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其 Ys ™ 一 7 
2: 《1) 中 已 证 . 


“< : 取 yD 7) 因 (4%)- << a< 


i.e<1—a, ll<=6, 所 以 


MD NL 
i=0 


| El < 8， 
—a 


即 y& B85。 下 面 用 归纳 法 验算 7 使 7, 一 (x,y) 成 立 。 
显然 ， 一 0 时 有 
n= Flr,7)— (x, y) = f(x, 7)。 
若 当 ”一 A 时 有 74 二 《x,y), 则 当 Nn 一 上 十 1 时 有 


Yi 一 FinCx, 7) 


一 (4 [C4 十 D3 CA Din (CY,) | 十 了 Cr， 


-4 DCA) + kr)) 
= (CAT) TF TE) ACTH) + (70)) 
一 7) = f(r, y). 
(3) 用 陷 函 数 定理 证 明 : 存在 C' 映射 %: Bs 一 Ci， 其 中 
ByCB5，GICG， 使 
F(x, $7)) = V(r), 
考虑 Bx,7) 二 7 一 F(x,7), 映射 :585 XG 一 天 显然 
(0,0) = 0, D,0(0,0)=1— D,F(0,0), 


为 计算 D,F(x,7):K 一 K, 先 证 DPCr，7): 天 一 已 司 逐 项 求 
导 ， 即 


DF ,Cx, 7)(u) 


= (D4), = DY Tipe Ye)), 
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记 上 式 右 端 为 4, 只 要 证 ， 对 任 给 6 > 0， 当 2 天，ilai 充分 小 
时 ,以 下 不 等 式 成 立 : 

‘FAx, YH 0) Oo Fx, 7)C— | ll. 
[ECxyy 十 u)— F(x, 7)—1| 


二 D3 CADNTIn 十 本) 一 2 一 Dn‘Cr Ca)]| 


+ PAY #0) — 0) Der Xa)]|. 


因为 Dy 在 Bs 上 连续 ,所 以 在 8B。 (a < 8) 上 一 致 连续 ， 于 是 对 
任 给 的 6 > 0，3p > 0, 使 得 当 z €B,,lw| 二 pp 月 zs 十 weB, 
时 ， 
DGz 十 0) 一 DCs) < 5°, 
由 中 值 公式 ， 
a(Z 二 wm nz) = Dy(z + Ow)w (0<0<1). 
所 以 
ICz TT 2) 一 ms) 一 Don 6 1wl. 
由 此 可 见 , 当 ls < p 时 ， 上 向 待 估 的 两 个 模 的 任何 一 个 都 不 超 


过 一 上 一 8all, 


1 一 4 


总 之 ,对 给 定 的 5>0, 取 ?>>0, 使 5 之 (1 一 a)8/2， 对 
?有 p>0, 当 |xll< ee 了 时， 所 要 证 明 的 不 等 式 成 立 。 
应 用 得 到 的 不 等 式 ,进一步 得 到 
1PGCzyy>y 十 四 一 BOzyy) 一 {DE Cr 7)u}l 
一 sup| Bx,Y 十 2) 一 F(x,7) i DF,(x,7)u| 


< 6llall， 
所 以 立刻 有 
D,F(x, Ya 一 {D:RF.(Cz， 7)u}. 
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因为 Dy(C0) 一 0, 从 而 
D,F(0,0)= 0, D0(0, 0)= 1., 

不 难 直接 检验 D,F 与 DsF 是 连续 的 ， 所 以 8 是 C! 的。 总 
之 , (xr,7) 一 7 一 F(x,7) 一 0 满足 隐 阔 数 存在 定理 的 条 件 ,所 
以 存在 (0,0) 的 一 个 邻 域 B& xX GICB5 X G 与 一 个 CG! 有 映射 山 : 
By 一 Gi 使 得 4(0) 一 0, 满足 

F(x, p(x)) = 由 (z)。 
事实 上 ,由 7 是 C' 的 ,映射 5 也 是 C' 的 ， 
《4) 定义 映射 h: Bg 一 了 为 
h(x) 一 《do 人 xz) )。 

因为 5 是 C" 映射 xr>b(x)， 投 影 6: 由 (x)t~> wo(z) 与 投 
影 xz: (zx) F> 《polx)》* 的 复合 ， 所 以 是 C7 的 ， 显然 区 0) 一 
0. 


由 (2) 与 (3),Yx€ B 名 ,对 应 的 h(x) 使 {PxzypCs <G. 由 

(1) 中 讨论 ，(x,h(Cx)) EW 以 0)， 即 4 的 图 像 
T= {(x, h(x))|x€ Be} é Wa 0), 

另外 ,如 果 还 有 x € B,Cx,y) EW 多 0), 则 根据 引 理 结论 (a)， 

由 于 
ly— h(x)| 宇 0= Ix— x|， 
可 得 
yh < case (nl 4 一 1,2，…， 

因 一 yy 二 1,2, -有 界 ,a 一 8 之 1, 所 以 y 一 h(x). 即 
若 x€ B(x,y) EWS0), 则 (x,y) ET. 

又 不 难 验证 : 记 (xy 一 久 z,h(x)), 则 有 12 委 1z1， 结 
合 以 上 讨论 得 知 KTD)CT、， 

总 之 , 一 {(x， hx))1ze Bi} 是 了 在 原点 0 对 邻 域 8 = 
By X 8 的 局 部 稳定 流 形 。 量 
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命题 48 ”Dh(0) 一 0, 从 而 局 部 稳定 流 形 在 原点 0 与 4 的 稳 
定子 空间 E! 相 切 ， 
证 明 因为 F(x,g(x)) 三 p(x)， 所 以 
DF(x, p(x)) + DF(x, uC) Dy(x) =— Dy (ls). 
因 4(0) 一 0，D,F(0,0) 一 0， 所 以 
D4(0) 一 DF(C0, 0). 
因为 上 一 x,0004，x。，0 是 线性 映射 ,所 以 ,对 v€ E'， 
DACO) 一 mogoD0)、? 
xuoboDIPF(0,0)p 
一 xu(DIR%(0,0)77)。 
而 Fx, 0) 一 《x,0), 所 以 
F(x+ v0)— Fx,0) = (x ov, 0)— (x,0) = (v,0). 


上 


即 
DFx, 0)v = (v, 0). 
于 是 
DAhCONW 一 (0) 一 0， 
这 就 得 到 所 要 证 明 的 结果 : 
DAKO 一 0. 是 
下 面 讨 论 整 体 稳 定 流 形 。 
例 3 设 宁 是 二 维 球面 ， 瑚 果 一 9 是 由 下 图 所 表示 的 六 9， 
对 时 间 :一 1 导出 的 微分 同 胚 , 即 /一 wp,。 北半球 上 有 了 的 双 曲 
不 动 点 p。 了 的 稳定 流 形 W'(p), 不 稳定 流 形 W*(p) 都 是 co 形 ， 
是 5 的 漫 人 子 流 形 ， 不 是 柑 和 信子 流 形 (定义 见 注 )。 
例 4 前 面 例 2 中 指出 过 ,由 


2 1 
4 1 
导出 的 T* 上 的 双 曲 自 同 构 的 《0) 与 奢 %《O) 在 7 上 笛 ， 进 


一 步 注意 到 它们 都 是 7 上 的 淄 人 子 流 形 ,不 是 做 人 子 流 形 . 
注 ; 浸 人 子 流 形 与 嵌入 子 流 形 采用 以 下 定义 ; 
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9 9 


北半球 
图 4.1 
设 M 与 六 是 两 个 光滑 流 形 , 若 有 光 策 映射 p:M 一 NN, 满足 
(1) 9 是 单一 的 ; 
(2) 在 任 一 点 pk M , 切 映射 Dp: T(M) 一 了 wpCN) 都 是 
非 退化 的 , 则 称 \(p，M ) 是 入 的 漫 入 子 流 形 ， 


例 若 GGCG) 一 ( cos( 于 十 2arcitg 路 sin (+ 2arctg :), 


则 显然 G: 民 一 RR: 满足 (1) 与 (2), 所 以 《G，R) 是 RR 的 温和 信子 
流 形 ( 见 图 4.2). 


若 FC =— (2cos(: 一 三 )， sn2( :一 三 ))， 则 显然 FF 


R 一 RR? 不 满足 (1), 所 以 (F ,RR) 不 是 良 的 漫 人 子 流 形 ( 见 图 4.3). 
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若 (qp,M) 是 NN 的 温和 信子 流 形 ， 又 如 下 p:M—> pMICN 
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是 同 凸 映射 , 则 称 (p ,M) 是 六 的 调和 子 流 形 . 

显然 例 1 中 (G ,RR) 不 是 R* 的 企 和 信子 流 形 ， 

定理 4.9 (稳定 流 形 定理 ) 设 是 紧 流 形 M 上 的 Cr 之 1) 
微分 同 胚 ,P 是 f 的 双 曲 不 动 点 , 则 f 卫 在 点 2 的 稳定 流 形 WW'(p) 是 
MM 的 C' 漫 人 子 流 形 , 且 在 ?处 与 4 一 Df(p) 的 稳定 线性 子 空 间 
相 切 ， 

证 明 为 证 明 W'(p) 是 放 的 C' 浸入 子 流 形 ， 我 们 先 构 造 
W'(p) 的 一 个 C" 地 图 集 〈atlas) ,使 它 成 为 一 个 5" 微分 流 形 。 然 
后 证 明 包 含 喘 射 了 .W'(p)c->M 是 一 个 C' 淄 入 映射 . 

取 不 动 点 pe M 的 一 个 邻 域 卡 《0 ,gp), 使 

pVU)= By X Bs 
(B48 与 B% 如 定理 4.7 中 所 述 ), 则 集合 pC(W5(p)) 是 h: By 一 B5 
的 图 像 
T = {Cx, hlx))|x€ Bo}. 
为 简单 起 见 , 采 用 符号 
Y, = Wi(p), 

又 令 

Yi; 一 fiCY,) Ci 一 1，2， …). 

Yi= UU FXOY) = Wi'(p), 


所 以 {Yi，i 守 0} 是 WW'(p) 的 覆盖 ， 在 Y; 上 定义 映 冉 pi:Y; 下 
By ,对 Vy€ 7Y;, 令 
Pily) 一 x pof Cy), 
其 中 zx:qg(U0) 一 B85 是 到 子 空间 E' 的 投影 
注意 ,对 任意 i 关 j，i 之 j 之 0, 都 有 Yi; 沪 Yj, 从 而 
YN Y; = Y;, 
于 是 
pi(YiNY)) = By， 
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pi(YiN Yj) = x pof (YO)CBS., 
pi™= piog7 :PYINY) > pOYN Y;), 
ax) 一 rog’ x, hlx)), 
其 中 g 一 pofog ,所 以 gi; 是 C' 微分 同 肝 ， 其 逆转 移 函 数 
pi—= Pio :pAY NY) > pAYN Y;), 
pix) = zog’ (x, h(x)) 
也 是 C’ 微分 同 凸 。 由 于 Bw 是 开 的 ,所 以 pgXYi 几 Yi) 是 开 的 ,从 
而 px(Yi 几 Yj) 也 是 开 集 ,因此 {CYi,gi;)，i 之 0} 是 W'(p) 的 一 
个 C' 地 图 集 ， 

车 yEW5(P),; 视 yEVUCM， 则 卡 为 (DU,p); 视 7?6YoC 
Wp) , 则 卡 为 CY,go)，qo 一 mep。 改 包 含有 映射 了 将 ye Yo 二 > 
y EUV, 所 导出 的 卡 中 的 C' 映射 为 

XEE't>(x, h(x)) EE. 
显然 此 映射 的 切 上 映射 非 退化 。 

对 任意 ye W'(p), 取 i 使 yE Yi;, 再 将 包含 映射 了 表 为 三 
Yofi, 则 由 上 面 的 讨论 与 了 是 C" 微分 同 胚 得 了 在 > 处 的 切 映 射 非 
退化 。 至 于 包含 映射 了:W'(p) 一 M 的 单一 性 是 显然 的 。 所 以 
(1,W'(p)) 是 M 的 C' 漫 入 子 流 形 . 

以 上 结论 可 以 推广 到 了 的 双 曲 局 期 点 上 。 

定义 车? 是 f 的 双 曲 -周期 点 ( 即 是 做 的 双 曲 不 动 点 )， 
则 称 上 在 双 曲 不 动 点 2? 的 稳定 流 形 W'(p) 与 不 稳定 流 形 W*(p) 
为 f 在 双 曲 -局 期 点 ? 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 . 

推论 设 f 是 MM 上 的 Cr 之 1) 微分 同 趾 ,PP 是 卫 的 双 曲 有 
周期 点 , 则 了 在 ?处 的 稳定 流 形 、 不 稳定 流 形 都 是 M 的 C' 漫 人 子 
流 形 . 它 在 了 处 与 Dft(p) 的 稳定 子 空间 ,不 稳定 子 空间 相 切 . 

关于 访 也 有 类 似 的 结 朱 。 

定义 设 户 是 系统 衬 一 XCx) 多 奇 点 ,系统 的 流 记 作 p(7 ,x) 
称 集合 
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W'(p) = {xE Migplit, x)—>p, 当 -一 -co} 
为 流 qg(:, xz) (或 向 量 场 X) 在 点 ?的 稳定 流 形 ; 称 集合 
W*(p)— {xéE Mlpli,x)—>p, 当 1 —o0} 
为 流 tx) (或 向 量 场 Xx) 在 点 ? 的 不 稳定 流 形 . 
定理 4.16( 流 的 稳定 流 形 定理 ) 设 X 是 紧 流 形 M 上 的 C” 
(r+ 之 1) 向 量 场 ,? 是 X 的 双 曲 奇 点 ， 则 流 P 在 的 稳定 流 形 ( 不 稳 
定 流 形 ) 是 M 的 C' 漫 信子 流 形 , 且 在 点 2 处 与 eox(? 的 稳定 流 形 
〈 不 稳定 流 形 ) 相 切 。 
证 明 令 fCx) 一 gp(1,x), 显然 点 ?是 C’ 微 分 同 及 了 的 双 曲 
不 动 点 .为 区 别 起 见 ,分 别 记 了 与 9 在 点 之 的 稳定 流 形 为 W'(p, 人 ) 
与 W'(p, Pp)。 为 证 明定 理 只 需 证 明 
Wp, 9p) 一 Wi'(p, 1). 
“C "关系 是 显然 的 下面 检验 “ 汪 "关系. 
因为 对 Yi，w(t， p) 一 p， 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,对 的 
任意 邻 域 U0CCM， 存 在 的 邻 域 ,使 得 对 Vi€ 10, 1],， pli， 
V)CU。 若 ze Wp,f), 则 存在 mw, 当 # 写 时 f(x) EV 从 
而 , 当 1 之 时 gpg(z,x) EU,FU rEWw'(p,9). B 


$4.4 双 曲 闭 轨 


考虑 R" 或 M 中 的 系统 
= X(x), 
gi 是 它 的 流 ,* 是 向 量 场 X 的 正则 点 , 即 XCx) 过 0， 过 +* 取 一 个 
# 一 1 维 超 平面 民生 ,使 X(x) 不 在 此 超 平面 内 , 即 此 超 平面 的 法 
向 量 w(x) 与 X(x) 不 垂直 : 
n(x%) 。 X(x) 关 0 

因 启 量 场 X 连 续 ， 故 存在 * 在 R*' 中 的 一 个 邻 域 33， 使 得 对 
Yy€ 2 都 有 


ny) XCy) = alr) + XOy) #0, 
臣 们 称 此 了 为 向 量 扬 和 在 点 守 的 一 个 截面 (局 部 )， 更 一 般 地 ， 可 
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以 取 > 为 一 光滑 曲面 
定义 ” 称 光滑 曲面 为 向 量 场 XX 的 截面 ,如 果 对 Vy€ 了 都 有 
n(y) . X(y) 0， 
其 中 *(y) 是 3 在 点 7 处 的 切 平面 的 法 向 量 ， 显 然 截面 上 的 点 都 
是 正则 点 ， 

若 7 是 系统 二 X(x) 的 一 个 闭 轨 , x* EY (当然 x 是 正则 点 )， 
则 37 > 0, 使 pr(x) = x。 设 了 是 X 过 点 * 的 截面 , 由 解 对 初 值 
的 连续 性 ,存在 * 在 中 的 一 个 邻 域 吕 ,使 得 从 品 出 发 的 轨 线 者 再 
到 2 上 . 

定义 设 了 是 向 量 场 X 的 截面 UC3, 使 得 了 从 器 出 发 的 轨 线 
会 再 到 达 了, 对 于 Vy EV, 令 Ply) 一 groyy(y), 其 中 zly) 是 从 ? 
出 发 的 轨 线 第 一 次 再 到 达 了 的 时 间 。 如 此 得 到 的 映射 P:.U 一 2， 
称 为 向 量 场 X 对 截面 了 的 Poincare 映射 或 第 一 回 返 映射 。 

我 们 在 前 面 着 重 研究 了 向 量 场 在 双 曲 奇 点 附近 轨道 的 性 质 ， 
现在 为 了 研究 闭 轨 的 稳定 性 与 闲 轨 在 扰动 下 的 变化 铺 况 ， 先 来 研 
究 向 量 场 在 正则 点 ( 韭 奇 点 ) 附 近 轨 道 的 性 质 。 

定理 4.11( 局 部 管状 流 定 理 ) 设 XE 有 AM) dimM 一 mi， 
pe M 是 和 的 正则 点 , 令 集 合 

C= {Cx oz”)E 民 ”| 一 1， i= 1,..,m}, 
以 Xec 记 C 上 的 常 向 量 场 : 对 YxeC， 
Xcelx) 一 (1 0 -0)， 

则 存在 在 M 中 的 一 个 邻 域 U, 与 一 个 C" 从 分 同 胚 6:0， 一 C 将 
和 在 ,中 的 轨 线 映 成 Xc 的 轨 线 。 

证 明 取 点 乡 处 的 局 部 坐标 卡 《DZ ,p)， 

p:U>VCR", gyg(p)= 0e€T. 
令 pxX 是 与 X 导出 的 VV 上 的 C' 向量 场 , 则 对 Vx€V， 
p#X(xz) = dpo-u XC "(x)), 

因为 X(p) 到 0， 所 以 pxX(0) 闫 0， 由 解 对 初 值 的 连续 性 可 知 ， 
存在 原点 0 的 邻 域 VoCV 与 > 0， 使 得 
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由:[ 一 rz，r] X VV 
是 494yX 在 原点 附近 的 局 部 流 ， 
令 互 是 与 pxX(0) 正 交 的 子 空间 , 它 同 构 于 尺 "” …。， 令 
S= HNVo, $= bons [—T Tt) X SCR x HR", 
在 R x 中 取 基 {e1,*…,ewm) ,其 中 
er€ER x {0}, ers" ,en {0} xX H, 
因为 对 Vy€ $5，p1(0,y) 一 y, 所 以 
Dy(0,0)ei = ei, i—2, ,mm; 
因为 
总 ob 0)| 一 二 20 一 peX(C0)， 
所 以 
Dg.(0,0)e, 一 pxX(0), 
因此 ，Dwi(0,.0) 是 从 R x H 到 R” 的 一 个 同 构 。 
由 反 函 数 定理 , 由 是 从 [一 rz] Xx5 中 (0,0) 的 某 个 邻 域 满 
映 到 民 * 中 原点 的 一 个 邻 域 的 微分 同 有 ,所 以 当 8 足够 小 ， 
Ceo= {t,x)ER XHIli| <e, Ix| <e, i 2,...,m} 
时 ,是 由 C。 到 它 的 像 集 (V 中 的 开 集 ) 的 C' 微分 同 凸 ,是 由 将 
C, 中 平行 向 量 场 义 ,, 的 轨道 , 即 x* EHH,， lz| 过 8 的 直线 段 ， 映 成 
qx#X 的 轨道 。 
考虑 C” 微 分 同 胚 
g:C>C,, gy) = gy, 
再 令 太一 prlobiog:C 一 M， 则 取 D 一 gb《C,)， 就 有 有 h; 
U, 一 C 是 5C" 微 分 同 胚 ,满足 定理 的 要 求生 
定义 设 XE 如 "《M), 若 U 是 M 中 开 集 ， 
p:U> ”= | XI”! 
= {(x,y) ER x R" Hz < <1, 
i= 1,.……,m— 1} 
是 Cr 微分 同 胚 ,Pp 将 X 在 U 中 的 轨 线 映 成 1” 中 直线 1 X {六 ， 
则 称 《U ,gp) 是 XX 的 一 个 管状 流 ， 
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定 处 12 〈 管 状 流 定理 ) 设 7e M 是 的 一 个 紧 而 不 闭 的 
思 线 届 , 则 存在 X 的 一 个 管状 度 (I ,9 使 YCD。 

定理 的 证 明 由 局 部 管状 流 定理 与 的 紧 性 可 得 .证 明 从 咯 ( 可 
参看 [2])。 定 理 的 结果 下 一 章 要 用 . 

定理 4.13 设 XE 统 "M), 32 是 和 的 截面 ， 存 在 X 对 卫 的 
Poincaré 映射 , 则 此 Poincart 映射 是 局 部 C" 微分 同 胚 。 

证 明 记 Poincare 上 映 庙 为 P, P.U 一 了 ,UCB。 需 证 : 存 
在 VCU, 使 得 PIV 是 到 它 的 像 集 的 C' 微分 同 止 。 

设 xEU, zx 一 P(x)€3, 内 此 ,x, zz 都 是 正则 点 ， 故 存在 六 
在 点 ? 的 局 部 管状 流 , 即 存在 z 的 邻 域 矿 CM 与 0" 微分 同 肝 hb: 
W 一 C, 将 XX 在 多 中 的 轨 线 变 成 C 中 平行 于 x 轴 的 直线 ,将 > 在 
斑 中 的 部 分 映 为 与 x 轴 垂 直 的 超 平面 在 C 中 的 部 分 ， 

令 wo 一 r(x) 是 由 * 出 发 到 的 时 间 。 设 p(1,y) 是 X 的 流 ， 
人 ， 

P,(y) 一 plew,y) 
是 经 过 时 间 %w 的 映射 则 PF 证 C' 微分 同 皮 。 因 


Palx)—=zéEW, 
由 解 对 初 值 的 连续 性 ,存在 * 在 三 中 的 开 邻 成 了 ,使 得 对 Vy EV， 
P,(y) EW, 


显然 ，C 向 生 直 x 轴 
的 超 平 面 上 的 投影 :1 xX 
1 {0} x 1"! 是 C” 
的 。 因 此 ，z 经 4 导出 的 
W 向 上 的 投影 《= Ar'o 
xoh:W 一 了 是 5 的。 又 
显然 Poincare 了 映射 
PIV= koPu.V > 5, 
从 而 PIV 是 C' 的 。 由 
解 的 唯一 性 可 得 上 映射 -一 
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对 应 ,再 若 虑 疝 奸 场 一 X 可 知 PIV 是 5" 微分 癌 胚 ， 

定义 设 7 是 向 量 场 多 的 闭 轨 ,点 p€E7Y， 3 是 半 居 声 过 
的 截面 , 若 点 PP 是 Poincark 映射 P:.V 一 3(VCE) 的 双 曲 不 
动 点 (初等 不 动 点 ), 则 称 Y 是 XX 的 双 曲 闭 轨 (初等 闭 轨 ). 

注 : 以 下 事实 说 明 上 述 定义 是 合理 的 . 

若 另 一 点 Pp E77,31 是 向 量 场 和 过 点 户 的 截面 , 类 似 于 上 定理 
可 得 知 ,3 点 ?了 的 邻 域 UCZ, 与 C' 微分 同 腺 h:U 一 了 ,， 从 9) 为 
”由 9 EU 出 发 的 轨 线 与 3 的 第 一 个 交点 ， 若 以 Pz,Pz 分 别 表 示 
截面 了 3,3, 上 和 的 Poincare 映射 , 则 有 

Ps 一 hoPzoh!, 
因 hh(p) 一 Pi» 所 以 
DPs(p1) = Dh(p)oDPs(p)oDE (pi) 
= Dh(p)oDP s(p)° [DACp)Y, 
即 DPCp) 与 DPs(p) 有 完全 相同 的 特征 值 . 

类 似 于 命题 4.1,4.3, 关 于 初等 闭 轨 有 以 下 命题 : 

命题 4.14 设 向 量 场 XE 纺 “Mr 之 1) 有 初等 闭 轨 7， 
则 存在 场 X 的 邻 域 CM),7 的 邻 域 VCM, 使 得 对 任意 
场 YE. 人 , 场 了 > 在 了 7 内 有 闭 轨 。. 

命题 的 证 明基 于 以 下 事实 : 向 量 场 Y 与 X 充 分 接近 时 ,它们 
在 共同 的 截面 上 的 Poincaré 映射 Py 与 Px 可 以 任意 接近 《在 
C: 模 下 )。 证 明 从 略 。 

注 : 向 量 场 了 在 了 中 的 闭 轨 没有 唯一 性 。 因 为 ,py 的 周期 点 
也 对 应 着 场 Y 的 闭 轨 ，。 

下 面 来 证 明 向 量 场 在 双 曲 闭 轨 附近 是 局 部 结构 稳定 的 .为 此 ， 
需要 下 面 的 引 理 . 

定义 设 7 是 向 量 场 了 的 闭 轨 ， 周 期 为 o。3 是 Y 上 点 了 处 
向 量 场 和 的 截面 。 X, 表示 向 量 场 X 导 出 的 流 。 如 果 存 在 点 2 的 
一 个 邻 域 CC3 ,使 得 Xe(7D)C3, 则 称 了 是 一 个 不 变 截面 . 

引 理 设 XE 避 "M), 7 是 X 的 双 昌 闭 轨 ， 周 期 为 @， 摧 
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peyr,3 是 场 和 过 点 乡 的 截面 ， 则 存在 天 的 邻 域 . 太 己 用 (MD)， 
连续 映射 e:-f 一 肥 气 M) ,使 得 对 YYE /1， 
《1)》 存在 向 量 场 Y* 二 jy(Y)==py ，Y, 其 中 py:M 一 明 - 是 
正 的 可 微 函 数 ,在 点 乡 的 某 邻 域外 函数 值 为 1， 
(2) 存在 点 2 的 邻 域 0C3 ,使 得 
Y*(U)CZ. 
也 就 是 说 ,对 Ye . 信 , 存在 向 量 场 Y* 与 了 轨 线 相同 ， 方 向 相同 ， 
且 对 于 Y* 截面 > 是 不 变 截面 . 
证 明 (1) 取 小 正 数 EE(0,wm), 令 3 一 X_w_iXK5). 显然 
Xlp) = p EE. 
取 点 ?的 邻 域 C3 ,使 映射 cx:0 一 RR 是 C' 上 映射 ,其 中 axCy) 
为 使 得 X,《(y) € 5” 的 最 小 正 时 间 is。 显然 , 若 对 一 切 y € 问 ， 
axCy) 元 


则 是 的 不 变 截面 ( 见 四 5) 


图 4.5 


取 X 的 邻 域 作 己 旨 "(M) 充分 小 ,使 得 对 VY € . 信 , 3 也 是 
Y 的 截面 , 且 在 0 中 对 于 Y 也 可 以 与 上 面 类 似 地 构造 C' 映射 wxr : 
站 一 R， 即 令 3y 一 了 -eof2), 对 Vy6 了 or (7) 为 使 ZiCy) 6 2 
的 最 小 正 数 . 

(2) 取 记 的 邻 域 了 CD, 然 后 相应 于 站 上 的 C' 映射 x， 我 们 
在 上 定义 C' 映 射 Bx 如 下 : 对 Vy EZ, 令 
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ox(y) ， 当 y€D, 
Px(y) 一 4 正 值 ， 当 ye 外 7， 
to， 当 ye€ SSF. 
同样 地 ,相应 于 上 上 的 C" 映射 ey, 定 义 了 上 的 C' 映射 pr。 
令 G: 人 HX》X 民 一 RR 是 C' 上 映射 , 当 取 定 任 一 YE.N, 任 
一 ?6 后 ， 
Gy,yC) = G(Y , y, 1) 
是 1 的 2r 十 3 次 多 项 式 , 它 的 系数 由 以 下 27 十 4 个 条 件 所 确定 : 
Gy,,(0) = 0, Gy,,(1) = py (y), 


dr (0) ~ 1, dr (一 1， 
dz dz 


eoseeeeoneoeeo ee seo eees 


dtGy,y dtGy,y _ _ 
A (0) = 0， a (1) = 0 (R= 2 7+ 1), 

Gyylt) t+ ott t+ aant rt, 
其 中 

gj 1, + 2), 

det A 
zo et . 1 
(r 十 2)8 Cr ot 3)t 2 27 十 3)8 全 

4 一 《oni) 一 ， ， 


( | 3)1 2 (21 3)! ri2 
7 十 2 ~ 一 ”二 一 站 
?5 21 (r 2)1 " 


A 是 qi 一 011i 在 4 中 的 代数 余子 式 ， 
对 vY€é NHN, 定义 Hy:> 义 [0,n] 一 民 ， 


Hy(y,1) = der, Ce 人 


不 难 由 Gyyo 的 性 质 得 知 Hy 有 以 下 各 性 质 : 
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(4) Hy(y, 0) = Hy, 1) = 1, 对 YYyt BE; 

(b) Hy(y,) =— 1, 对 Vy EE\D, ze [0, 1]; 

(c) DtHy(y, 0) = DiHy(y, 10)=0, 对 Vy € Bk =1,-… ,7. 
从 而 以 上 Hy 可 扩张 成 C" 映射 Hy:5X 尺 一 R, 使 Hy 在 5X 
[0,2] 之 外 等 于 1, 

注意 , 凡 Y,? 使 6y(?) 一 wo, 则 GyyGQ) = 1。 故 当 yesNE 
时 ,Gy,y 是 恒 同 映射 ，Gy,y:[0,w] 一 [0,m]， 从 而 ,对 于 小 的 人， 
站，y EE 站 时 ，Gy,y:[0,4] 一 [0,pv(y)] 是 C* 微 分 同 胚 。 

于 是 对 VY € -Y 得 到 C 微 分 同 有 是 py: 3 Xx [0,z 一 M， 

py(y, 1) 一 Y,*(y), 
其 中 1* 一 Gy,,(t)。 取 集合 
Wy = py(2 xX [0,1] CM, 

我 们 定义 映射 py:M 悦 尽 , 它 在 丈 y 之 外 等 于 1， 在 WW; 上 为 以 下 
复合 映射 : 对 Vg € Wy, 


PY 如 
4 一 > (y,1) — Hy(y,t). 


根据 以 上 构造 方法 , py 是 正 的 C' 可 微 函 数 。 

(3) 对 VY € . 刀 ， 著 虑 向 量 场 Y* 一 pyY。 我 们 来 证 ; 向 量 
场 Y* 有 性 质 对 VyE DD，Y*(y) € 路 。 

这 是 因为 , 当 yeED, 令 J.[0, By(y)] 一 M 是 场 Y 过 7 的 积 
分 曲线 ,所 以 $9 一 了 ,(y)，UUKBy(y))& 路 。 我 们 令 是:[0,z] 
一 M 是 复合 映射 J* 一 goGy,,。 不 难 验算 凡是 向 量 场 Y* 过 点 
y 的 积分 曲线 ,因为 ,对 Vi€ [0, zj 有 


dy” 一 dy . dGy,y 
dq 《0) 1 (C300) 3 G) 


= Hy(y,1) * YC GY, ,C7))) 
一 pyx(pyCy,7)) » YG*C)) 
一 pyCP*(t)) » YP*CE)) 

— Y*(J*(0)), 
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于 是 ,对 vy€D， 
Yx#(y) = dy(t = $By(y)) EDY. 
所 以 取 z? 的 邻 域 UcD, 令 p(Y) 一 Y* 就 满足 引 理 的 要 求 。 叶 

定理 4.15 若 7 是 向 量 场 XeE . 纪 (MD) 的 双 曲 闭 轨 ， 则 X 在 
7 局 部 结构 稳定 。 

证 明 设 7 的 周期 为 o, 点 PE7,3 是 场 X 过 点 ?的 截面 由 
定理 所 设 , 点 ?是 了 上场 X 的 Poincare 鼎 射 Px 的 双 曲 不 动 点 . 因 
为 当 Y 接近 XX 时 ,了 在 上 的 Poincare 映射 Py 接近 Px， 所 以 由 
双 曲 不 动 点 的 局 部 结构 稳定 性 ,存在 场 X 的 邻 域 个 ， 点 ? 的 邻 域 
U C5, 使 得 对 YY 《 .人 Y, 存在 一 个 同 肽 hy， 在 邻 域 UV 上 有 关系 : 

hyoPx = Pyohy. 

令 :HN 一 避 必 M ) 为 引 理 中 所 得 。 取 7 的 令 域 了 7 如 下 : 
V= {y€E MI3: = 1y) €E [0,w], 使 X*,(Cy) EU,X* = p(X)}, 
然后 定义 hy 在 V 上 的 开拓 入: 对 Vy ET, 令 

bly) 一 YXyohyoX*y) Cy), 
显然 ,名 将 X* 的 轨道 映 为 Y* 的 轨道 ， 保 持 轨 道 的 方向 。 由 引 
理 ，X*,Y* 与 X， Y 有 相同 的 轨道 , 所 以 入 将 X 的 轨道 映 成 的 
轨道 , 且 保 持 方 向 。 

定义 设 Y 是 向 量 场 和 的 双 曲 闭 轨 , V CM 是 7 的 邻 域 ， 分 
别称 集合 


WHA7)= {yEVIX,(y)EV, 对 Vi 宇 00} 
与 

WA7)= {yeEVIX(y) EV, 对 Vi<0)} 
为 7 的 局 部 稳定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 . 

注 : 由 以 上 定义 可 见 , 对 于 双 曲 闭 轨 7, 场 X 与 其 重新 参数 化 

后 的 场 X* 一 x《(X) 有 完全 相同 的 局 部 稳定 (不 稳定 ) 流 形 , 所 以 
在 点 pe 7 取 场 XxX 的 截面 时 ， 总 可 以 认为 所 取 的 截面 了 是 不 变 稚 
面 ， 设 UCZ 是 点 ?的 邻 域 ，Poincart 映射 在 U 上 有 定义 . 
Wi (p) 与 Ws(p) 分 别 表示 映射 了 在 双 曲 不 动 点 ? 处 对 邻 域 品 的 
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J 局 部 不 科 定 流 形 ， 肥 MM 中 代 谷 六，， 
= {lz€E Mlz 一 X,(y), 其 中 y€EU, 1€[0,wm]} 
二 VW 是 7 的 邻 域 .显然 有 
Wh(7)= {2z EVilz = X,(y), 其 中 y€E Wi (p),t €E [0,0]} 

与 
WE(7) = {2z€EVilz — Xly), 其 中 y€E Wiw)(p), teE[—w,0]}. 

定理 4.16 设 7Y 是 向 量 场 X& RM ) 的 双 曲 闭 轨 。 若 了 是 
7? 的 充分 小 邻 域 , 则 W5CY) 与 W$(7) 是 M 的 C' 子 流 形 , Wi《7) 
站 Wr(《7Y) 一 7, 且 相交 是 模 截 的 . 

证 明 无 妨 设 了 是 场 X 过 点 P€ 7 的 不 变 截 面 ，U CZ 是 点 
p 的 充分 小 邻 域 ,使 Poincaré 映射 P:U 一 了 是 C' 微 分 同 胚 .于 
是 


GT) 一 LU XWi lp)), 
TEL0sa1 


三 名 (7 一 1 X_(Wiho (Cp)), 


5E [0 
因为 点 了 是 Poincare 映射 P 的 双 曲 不 动 点 ,所 以 Wi(p) 与 Wb (p) 
是 3 的 C' 嵌 人 子 流 形 , 且 在 点 2 处 模 截 相交 
Wi Cp NW (Cp) = {0). 
因为 是 场 X 在 点 处 的 截面 ， 应 用 局 部 管状 流 的 性 质 可 见 
Wh(7) 与 Wh(7) 是 M 的 C' 子 流 形 ,它们 沿 7 横 截 相交 , 且 
WI CONWECT) = 7. 
对 于 7 的 充分 小 邻 域 ，VCTVi, 则 WV5(7) 与 Wh(7) 分别 
是 7 在 流 形 WC(7) 与 W 和 (7Y) 中 的 开 邻 域 ， 从 而 也 是 M 的 子 流 
形 。 半 
定义 设 Y 是 场 Xe 有 (MD) 的 双 曲 沁 轨 ,分 别称 集合 
Wl7)= {yeé MiIu(ly) = 7} 


Wi7)= {y€EM |c(y) — 7} 
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为 了 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 ,其 中 w(y)，aly) 分 别 表示 点 了 的 
wm 极限 集 , “ 极限 集 。 
由 Wb(p) 与 WY (Pp) 的 性 质 可 知 , 若 xz €E Wi(7)(Cz € WEC7))， 
则 PEoks)Gpe akz)) ,从 而 o(z) 二 YCa(z) 一 7Y) 所以， 
WOTICW(T), WECY)ICW"Y), 


并 且 
Wr7) = UX.wti(7)), 
tN 
W*7)= UU XCwi(7)), 
”EN 


类 似 于 定理 4. 整体 稳定 流 形 定理 ), 有 
定理 417 场 Xe 维 人 《M) 的 双 曲 闭 轨 的 稳定 流 形 ,不 稳定 
流 形 WY)，W“Y) 是 M 的 C' 温和 人 于 流 形 。 
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第 五 剖 ”Morse-Smale 向 量 场 的 结构 稳定 性 


本 章 讨论 紧 流 形 M 上 的 一 类 十 分 重要 的 结构 稳定 的 动力 系 
统 ， 岂 做 Morse-Smale 向 量 场 ， 它 在 多 ""《M)(r 之 1) 中 是 开 
集 , 若 MM 是 二 维 的 , 则 它 还 是 有 (NM ) 中 的 称 集 ， 

定义 设 M 是 4 维 紧 流 形 ， XE 中 必 MXr 之 1), 称 X 是 
Morse-Smale 向 量 场 ， 如 果 X 满 足以 下 条 件 : 

(1) XX 有 且 仅 有 有 限 个 临界 元 素 ( 指 奇 点 或 闭 轨 )， 且 都 是 双 
曲 的 ， 

(2) 如 果 ec: 是 和 的 临界 元 素 ， 则 Wa) 与 Wa;) 横 截 
相交 (不 相交 也 算 作 横 截 )， 

(3) 向 量 场 X 的 非 游荡 点 集 8C(X) 是 由 久 的 临界 元 素 的 并 组 
成 的 ， 

注 : 我 们 在 第 二 章 中 建立 了 微分 同 胚 了 的 非 游 荡 点 的 概念 . 
可 以 完全 类 似 地 ， 对 于 向 量 场 和 导出 的 访 wm 定义 它 的 非 游荡 点 。 
向 量 场 和 的 非 游荡 点 集 QCX) 是 指 yp, 的 非 游荡 点 全 体 ， 

为 方便 起 见 , 以 后 我 们 用 M-S 表示 避 ""《M ) 中 所 有 Morse- 
Smale 向 量 场 的 集合 

例 1 我 们 已 知 , 环 面 T* 上 的 微分 方程 

{ = (01， 


$= wi, 


ws ER, oo 0 

无 论 "是 有 理 数 或 无 理 数 它 都 是 结构 不 稳定 的 。 显然 它 不 是 
Morse-Smale 系统 , 当 2 是 有 理 数 时 ， 系统 有 无 穷 多 个 闭 轨 ; 当 
是 无 理 数 时 ,系统 没有 临界 元 素 ， 
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别 2 球面 5 上 的 C* 疝 量 场 X， 有 两 个 平衡 点 所 与 如, 其 
他 一 转轨 道 都 是 闭 的 ,如 图 5.1Ca) 所 示 。 取 一 C” 的 非 负 函数 9: 
$7 > 民 !， 它 只 在 点 P (Pp z PisP1) 处 取 零 值 。 


图 5.1 


考虑 向 量 场 了 一 pg， 久 , 场 Y 也 是 C” 的 ， 有 三 个 平衡 点 所 ， 
p; 与 p， 不 闭 轨 线 7 以 点 ?为 其 a 极限 集 与 。 极 限 集 。 其 他 一 切 
轨 线 都 是 闭 的 。 如 图 5.1(b) 所 示 。 

显然 ,系统 + 一 了 (x) 不 结构 稳定 。 

YEM-S。 因为 Y 上 的 任 一 点 * 不 是 平衡 点 也 不 属于 任何 闭 
轨 , 但 x€ Q(Y), 

我 们 来 证 明 Morse-Smale 向 量 场 是 结构 稳定 的 。 为 简单 起 
见 , 仅 对 二 维 情况 进行 讨论 ,但 结论 对 高 维 也 成 立 。 

下 面 先 给 出 二 维 情况 下 Morse-Smale 向 量 场 的 一 个 较为 简 
单 的 等 价 定义 。 

- 命题 5.1 设 M 是 二 维 紧 流 形 , 向 量 场 XE 结 "《M) 是 Mr-S 

的 当 且 仅 当 它 满足 下 列 条 件 : 

(a) 基 有 有 限 个 临界 元 素 , 且 都 是 双 曲 的 ， 

(b) 不 存在 鞍点 连 线 《 即 不 存在 一 轨 线 它 的 “ 极限 集 与 “ 极 
限 集 都 是 鞍点 ). 

《c) 每 一 轨道 都 以 唯一 的 一 个 临界 元 素 作 为 极限 集 ， 唯 一 
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的 一 个 临界 元 素 作为 极限 集 ， 

证 明 若 XEM-S,， 则 显然 天 满足 上 述 条 件 (a) 与 (Pb7，XX 运 
满足 (c)。 因 为 落 不 然 , 设 某 点 * 出 发 的 轨道 以 a1,0 两 个 临界 元 
索 为 上 极限 集 , 于 是 om 的 某 个 不 含 其 它 临 界 元 素 的 邻 域 的 边界 曲 
线 ( 同 胚 于 S0 上 存在 m(z) 的 一 串 点 po st/ 十 0 ,pa 一 ?。 
y 不 是 临界 元 索 , 但 ye 2(X)。 这 与 X 满 足 M-S 定义 的 条 件 (3) 
矛盾 ， 

下 面 来 证 明 充 分 性 。 

设 Xe . 宅 必 M ) 满足 条 件 (a),(b),(c). 首先 X 已 满足 条 件 
(1), 其 次 X 还 满足 条 件 (2)， 这 是 由 于 以 是 二 维 流 形 ， 而 源 ( 平 衡 
点 或 闭 轨 ) 的 不 稳定 流 形 或 汇 (平衡 点 或 团 轨 ) 的 稳定 流 形 都 是 二 
维 的 , 若 (2) 不 成 立 ， 只 能 是 通 点 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 破 坏 横 
蕉 性 .但 是 由 条 件 (b), 这 是 不 可 能 的 ,最 后 上 只 须 证 明 满足 条 件 (3)， 
即 贫 证 QCX》 由 临界 元 素 组 成 . 

先 证 明 一 个 汇 弄 临界 元 素 的 稳定 流 形 中 除 此 临界 元 素 本 身 之 
点 外 完全 是 游 萝 点， 

(3) 若 痢 界 元 辫 为 一 平衡 点 8p, 则 习 点 了 的 开 邻 域 DCW'(p)， 
且 思 的 边界 8D 与 六 模 稚 ,六 通过 3D 了 时 由 外 向 内 ， 因 为 


Wi’(p) 一 {p} 一 UV maD) 


(gq, 是 和 的 流 》, 而 游 沪 点 集 是 不 变 集 , 汗 以 只 须 证 明 若 x《 6D, 则 
x 是 游荡 点 ， 令 区 域 Di 一 op(D),D- 一 pD) 取 *c89D， 令 
7 是 * 的 邻 域 ,满足 P 了 与 Dl， 与 M\D.; 都 不 交 。 于 是 当 1 中 > 2 
时 ，p(V)NV 一 8B, 所 以 < 是 游荡 点 。 

(iiy 车 临界 元 素 汇 为 一 闭 轨 7, 则 侧 存 在 7 的 一 个 邻 域 U, 使 
0 的 边界 5 与 和 模 截 。 央 


WA7)—7= U wsS), 
reéR 


3 上 的 点 是 游荡 点 ， 所 以 W《7) 一 7 痢 是 游荡 点 ， 辐 理 可 得 , 注 
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漠 临 界 元 察 的 不 稳定 流 形 小 志 临 界 元 察 本 身 之 外 全 起 汶 荡 点 ， 
现 设 ze M ,不 局 于 临界 元 素 之 并 集 , 即 + 不 是 有 点 也 不 在 任 
一 闭 轨 上 ， 那 么 ,由 Cb) 及 Cc), * 或 者 在 某 个 汇 的 稳定 流 形 上 ， 或 


者 在 某 个 源 的 不 稳定 流 形 上 。 
临界 元 素 组 成 。 国 


因此 * 是 游荡 点 ， 即 Q(X) 由 XX 的 


定义 设 XE M-S, X 的 相 图 表 T 是 指 以 XX 的 临界 元 素 作为 
元 素 的 集合 ,并 且 具 有 如 下 规定 的 偏 序 : 
若 cescE 了 了 ，ci 环 c: 当 且 仅 当 
Wo)N Wg) 8, 
即 存在 一 条 轨道 , :一 一 co 时 趋 于 


ol 上 一 十 co 时 趋 于 cz。 


注 : 当 M 是 二 维 时 , 因为 XE 
M-S,X 无 鞍点 连 线 ， 若 有 oa， 


又 go 到 co3， 则 必 有 G2 为 鞍点 ， 


源 ， G3 为 汇 。 此 时 有 ci 到 ca 


例 3 设 XEM-S， 轨 线 


旺 . :一 三 由 l=} 
5.2。 pi 是 沪 ,71,72 是 源 , 51,5; 是 


鞍点 ， 
Q(X) 一 {P， 
相 图 表 工 如 下 : 


T1 


G1 为 


如 图 


图 5.2 


Pis T1> 7T2, 519 s2}。 


3 Pi 


pa 2 >< Ps? 


72 -和 


3 


例 4 设 Morse-Smale 癌 量 场 X 轨 线 如 图 5.3。piy ps 入 是 
源 ,，* 是 鞍点 , 71,7; 是 汇 。 相 图 表 了 了 如下: 
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定义 法 X, 时 ce M-S，T, 分 别 是 X, 久 的 相 几 家， 称 工 与 
f 是 同 构 的 ,如 果 存 在 一 个 了 到 下 的 一 一 对 应 5:F > 了 ,使 得 

(a) x ET 是 X 的 奇 点 志 >h(x) E 了 是 名 的 奇 点 ; 

(b) 若 meET， 则 zx 所 > hr) <Ax,), 

下 面 先 来 证 明 M-S 向 量 场 在 
小 扰动 之 下 具有 辐 构 的 相 图 表 《 再 
进一步 证 明 流 拓扑 等 价 )。 证 明之 
中 需要 过 滤 子 的 概念 。 下 面 给 出 它 
的 定义 ， 

定义 设 XE22(M)，X 的 
一 个 过 滤 子 沈 是 指 允 的 一 串 紧 子 
流 形 Mi 一 0,1，-…，A)， 
$= MCMIC:*"*CMi— M, 

图 5,3 Mi(0 二 i 过 有 是 带 边 的 , 且 满 足 : 
《a) 天 与 Mi 的 边界 横 截 , 且 
op(KCMiDCIntM ，， Vr 二 0 一 1 一 1; 

(b) 在 Min\IntM; 中 ,XX 的 流 qi 的 最 大 不 变 集 恰 好 是 和 的 

一 个 临界 元 素 oi+ls 即 
PAM iti\NntM;) 一 gin 
:eR 

引 理 1 设 M 是 二 维 紧 流 形 ，XE 避 "M) 是 M-S 向 量 场 ， 
则 X 存 在 过 滤 子 ， 

证 明 ”下面 的 证 明 是 构造 性 的 。 我 们 取 开 的 一 邹 汇 型 临界 元 
素 ,92，*……*, 9;《 共 有 有 限 个 )， 分 别 取 它们 的 互 不 相交 的 邻 域 
Vi,V,,*…… ,Vi;《 带 边界 ), 使 每 一 邻 域 的 边界 与 X 模 截 (X 由 外 向 
内 ). 令 

Mi== VM = MUV,, Mi 一 MiUJi。 

再 取 X 的 一 切 鞍 型 临界 元 寒 ojw4,*…,0:。 因 M 是 二 维 的 ， 临 界 元 
素 双 曲 , 故 o(ij 十 1 万 ?万 $s 都 是 鞍点 。 任 取 一 散 点 o,， 共 不 稳 
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定 流 形 是 两 根 软 线 。 因 Xe M-S， 所 以 这 两 轨 线 必 趋 于 汇 型 临界 
元 素 。 设 两 个 汇 是 caoi，( 不 排斥 二 一 四 ， 在 的 稳定 流 形 上 
取 截 线 s,s ， 分 别 交 Wo,) 一 0, 的 两 个 分 支 ( 见 图 5.4(a)), 是 
53 充分 接近 ov, 充分 短 ， 使 得 从 :,s 出 发 的 轨 线 与 V;,,V;, 相 
交 。 分 别 取 5 与 的 两 条 轨 线 oo 与 oo 使 oo 与 了 ye， 
oa 与 Vi, 相交 。 由 a1y41,62029595 与 了 Ph， Vii, 的 部 分 边界 围 成 的 
区 域 仅 含 一 个 临界 元 素 0,. 为 使 此 区 域 的 边界 与 X 模 截 ,我 们 来 修 
改 边界 cai 与 a;,41。 例 如 对 a ,应 用 管状 流 定 理 ,找到 a; 的 一 个 
管状 流 (0,4)。， 唔 如 图 5.4 (a) 中 虚线 所 示 , 4 是 上 到 欧 氏 平面 RR 
中 一 个 矩形 上 的 同 胚 , 4 将 也 中 轨 线 映 为 矩形 中 直线 。 在 此 和 矩形 
上 作 连 续 曲 线 如 图 5.4(b) 所 示 , 此 连续 曲线 在 4 下 的 原 像 刀 与 X 
横 截 ,由 外 向 内 。 取 2 代 a;， 用 此 种 方法 得 到 的 ,51,， by，b;， 与 


(Cb) 


图 5.4 


ay 51; 97:， 97， 围 成 的 区 域 记 作 V,， 其 边界 与 XX 横 截 , 除 3V，， 
3V;, 上 两 段 之 外 , 轨 线 由 外 向 内 。V, 中 仅 含 0 为 不 变 集 ， 令 
Min= MiUVin, ……， M,™— M,_iUV,, 
设 cr … ,of 是 全 体 源 型 临界 元 索 ， 分 别 作 它们 的 邻 域 
Vr"… si 使 在 M\M; 之 内 部 且 它们 的 边界 与 X 模 截 《 由 内 向 
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外 )。 令 


Mm = MN\ U V,, ,Mii 一 MA， MA 一 M。 


由 以 上 构造 方法 可 知 Di = (Mi = 0,1,.…,《} 是 X 的 一 个 过 滤 
子 .。 目 

对 例 3、 例 4 中 具体 的 M-S 向 最 场 构 造 过 滤 子 是 很 好 的 例 
子 。 

引 理 2 设 XE M-S. R= {Mi= 0,.…, 人 } 是 X 的 一 个 
过 滤 子 , 则 在 如 "(MM ) 中 存在 Xx 的 一 个 邻 域 作 , 使 得 钢 是 信 中 
一 切 向 量 场 的 过 滤 子 ， 


证 明 因 X 模 稚 于 8M,, 让 【3M; 的 紧 性 与 横 截 的 开 性 


fm] 


知 : 存在 XX 的 一 个 邻 域 .NC 如"(M), 使 得 任意 YE 人,,Y 了 模 截 
于 90M;G = 1, ,hk), BOMCIntM;, 对 Vi>0, i 1, 
一 1 (其 中 ,是 了 的 流 )， 因 XeM-5，X 的 临界 元 素 皆 双 曲 ， 
所 以 对 X 的 任 一 临界 元 素 0; 存在 X 的 一 个 令 域 -JiC 有 MD) 
oi 的 邻 域 U0;C Mi\NIntM;_1, 使 得 对 任意 Y € -Yi， 都 有 Y 的 唯一 
一 个 临界 元 素 o《(Y)CUVi, 且 oi(Y) 是 VU 中 Y 的 最 大 不 变 集 。 
由 过 滤 子 的 定义 , 若 q, 是 XX 的 流 , 则 
全 | DCMINIniM 1,) = 7 


:eR 


因此 ,存在 T > 0 使 得 
由 PCMINintM CU, i=1,..,.k, 


其 中 UU 使 oi UV',，U'CU;， 由 于 TT 是 有 限 数 ， 因 此 存在 X 的 充 
分 小 的 邻 域 A i+ 使 得 当 了 6E Ni 时 有 oi《(Y)€E Ui, 且 


了 
门 COMNIntM DCLUD 1 一 1 9 天 
?一 一 了 
4+1 


其 中 由 是 了 的 流 。 因 为 ,对 YYe 人 -Ap 


i=0 
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站 woCUD 一 ceCY)》 Gi= 1,4), 


eR 


所 以 由 


了 
NN pMNntM i CUCMANntM 


就 得 到 
NN gl MANIntMi = ol(Y). 
reR 


总 之 ,中 一 {M,，i 一 0,1,.……,*} 是 氏 的 邻 域 
= 让 Ni 

中 的 一 切 向 量 场 Y 的 过 滤 子 . 上 

以 下 定理 指出 了 集合 M-S 是 孚 (MD) 中 的 开 集 ， 

定理 5.2 设 XeM-S， 则 在 孚 (M) 中 存在 X 的 一 个 邻 域 
.NH ,使 得 当 Ye .NHN, 则 YE M-5, 且 其 相 图 表 与 X 的 相 图 表 同 构 . 

证 明 ”由 引 理 可 知 存在 XX 的 一 个 邻 域 .YeC 22 (MD)， 使 得 
的 过 小 子 跌 是 N's 中 一 切 向 量 场 了 的 过 滤 子 , 且 由 引 理 证 明 可 
见 ,; 可 以 选取 Y 的 临界 元 素 ox(Y)(i 一 1,…,) 使 之 有 双 曲 性 . 

下 面 来 证 明 ，VY € No, Y 无 芒 点 连 线 ， 即 任 一 通 点 的 不 稳 
定 流 形 都 以 某 一 汇 型 临界 元 素 为 吕 极 跟 集 . 

设 om， … zx 是 天 的 非 鞍 型 临界 元 素 ,P ,Vy 是 oo 
ox 的 邻 域 ,其 边界 07 一世) 与 X 模 截 . 设 0, 是 X 的 区 
点 ,注意 XE M-S， 政 Wo,)-o, 的 两 个 分 支 分 别 趋 于 汇 oo 与 


os 从 而 与 3V4,3V, 相交 .因为 本 or) 在 M NU Vi; 中 的 部 分 


是 紧 集 , 所 以 存在 XX 的 邻 域 人 .使 当 YE -fr 时, Y 的 与 天 的 车 
点 o 相应 的 鞍点 oCY ) 的 不 稳定 流 形 W“《o,《Y)) 也 与 9V;, OV 
相交 ,从 而 趋 于 Y 在 Vi; ,Vi 中 之 汇 on(Y),o0,(Y), 
最 后 证 明 ,对 于 任何 Ye .N。,Y 的 非 游荡 点 集 
8GY) 一 olY). 


+s 29， 


当然 只 要 证 8(Y)C U rm(Y)， 因为 跑 是 了 的 过 滤 子 , 所 以 Yx 


EM , 必 对 某 个 六 ze Mi\NIntMj_1. 如 果 xE LU o;《Y)， 而 包含 在 


MANIntMi_ 中 的 整 轨 线 只 有 oXKY), 所 以 过 zx 的 轨 线 必 交 6M i; 或 
0Mj-1。 因 沉 是 Y 的 过 滤 子 ,所 以 对 站 > 0， 
pMIAICIntMi; 
对 Yi < 0, 
gM\MIDC M\M;, 
于 是 ,+ 是 Y 的 游荡 点 , 即 xeQ(Y). 


总 之 ;取信 一 ( NN 7,) 站 Ns 即 满足 定理 的 要 求 : 当 Ye 


. 少 ， 就 有 YE M-5， 又 令 mi 一 ci(Y) 就 是 一 个 X 与 Y 的 相 图 表 
的 间 构 对 应 .是 

下 面 是 本 章 的 主要 定理 ， 

定理 5.3 若 Xt 如 必 M) 是 M-S 向 量 场 ， 则 X 是 结构 稳 

证 明 在 定理 5.2 的 基础 之 上 ,我 们 来 构造 M 上 的 同 胚 ,使 
4 映 场 了 的 轨 线 为 场 Y 了 的 轨道 , 且 保 持 轨 线 的 方向 ， 

(1) 先 设 美 无 闭 轨 。 

到 和 的 汇 型 平衡 点 c, 设 了 是 a 的 邻 域 , 当 .人 充分 小 时 ,任意 
Ye. 太 有 (7y)ey(cCY) 是 与 对 应 的 Y 的 汇 ), 且 Y 与 9V 横 
截 , VCWK《oCY)). 令 o,"…*,0, 是 久 的 鞍点 , 使 01A0, 一 1， 
是 WW*C0;)-o; (1 一 1，…',7?) 的 分 支 与 OV 的 交友. 
oY) 与 0 相应 是 了 的 鞍点 , 户 Y) 是 W*(o( 了 )) 一 oxY) 的 分 
支 与 6V 的 交点 。 象 引 理 1 中 那样 对 每 个 m， 在 W 人 《0;)-oi 的 两 
个 分 支 上 取 点 gj,2， 过 qi 名 作 XX 的 截 线 ,5( 见 图 5.5《a)). 相 应 
地 ,对 m(Y) 取 点 qiCY),94:CY), 作 截 线 CY),，Y)。W*(0i) 
与 gi(5)，pi(51)，t ER 是 一 族 互 不 相交 的 曲线 族 ， 是 Wo;) 
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上 的 一 族 纤 维 ， 每 -- 纤 维 了 与 (or) 交 于 一 点 了 了 柬 % oa) 将 每 
条 纤维 f 上 的 一 切 点 都 映 为 点 f 作 Wg;) 的 投影 肌 射 ;显然 是 
连续 的 ， 若 将 x 限制 到 点 p， 在 37 上 的 一 个 小 邻 域 1; 上 则 是 同 
胚 ( 见 图 5.5(b))， 辐 样 对 Y 了 得 到 mi(Y)， 


(2) (b) 
图 5.5 
现在 来 构造 基 ,Y 之 间 的 一 个 拓扑 等 价 &。 令 

oe) = olY), hoi) = oAY), 

Mpi) 一 plY), hlgi) =— gi(Y), 

h(Gi) = 4AY) 一 1， 5)。 
再 令 

有 pi(4D) = hhlgi)) 一 pglY)), 

MPGi)) 一 由 (CR2D) = bli(Y)), 
于 是 4 已 经 在 整个 镀 必 o;) 上 定义 了 ， 取 产 在 37 上 的 邻 域 1; 充 
分 小 ,使 得 所 有 1; 互 不 相交 ,限制 在 1 上 ,zi; 是 同 肚 。 对 于 x&€ 1;， 
令 

h(x) 一 [x(Y)] bri(x)), 


从 而 在 并 集 LU C3V 上 4 已 定义 ， 当 和 的 邻 域 .Y 充分 小 时 ， 


『 本 全 
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411; 接近 恒 同 ， 失 ID (i 一 1,…*7) 也 互 不 相交 。 因 此 ,可 以 将 4 
开拓 为 8V 到 自身 的 同 胚 

用 以 上 方法 对 X 的 每 一 个 汇 a 都 找到 一 个 ,使 天 在 87 上 有 
了 定义 , 且 在 此 过 程 中 ， 在 一 切 鞍 点 的 稳定 流 形 上 上 也 已 定义 了 。 
如 果 xEWo), 则 6 一 w(x) ER， 使 pCx)€ 6V ,我 们 令 

h(x) 一 ps hpi lx) ), 

最 后 ,着 o 是 X 的 源 , 定 义 从 ac) 一 o(Y)。 总之, 在 整个 M 上 定义 
了 4%h。 是 一 对 一 的 ,因为 车 改变 x 与 Y 的 地 位 ， 如 上 定义 出 的 就 
是 hr!。 至 此 ,为 证 明 % 是 同 胚 ,只 需 证 明 % 有 连续 性 即 可 ， 

4 在 汇 与 汇 的 稳定 流 形 上 连续 是 显然 的 。 下 面 来 证 4 在 鞍点 
的 稳定 流 形 上 有 连续 性 。 即 , 设 mw 是 鞍点 , xo EW'(0;)，X, 一 io， 
来 证 民 x,) 一 ACm)。 首先 ,我 们 按 4 的 定义 来 检验 : 4 将 的 
任 一 纤维 (由 产 所 限制 的 ) 驶 为 m(Y) 的 一 纤维 。 即 ,对 任 疮 z 在 
纤维 上 检验 关系 式 : 

hzi(z)) 一 mi 人 YD)LACz)]。 

只 需 考 虑 zE 砂 c)，zc 玉 ci)。 因 z 在 纤维 上 推出 3x Es 1€ 
尺 ,使 2 一 p(x), 并 且 31,€R 使 Pi, Cx) 一 yE 1, 于 是 按 定 义 
h(z) 一 小 opogi(s)。 

同时 , 因 y 一 pe r(x) ,所 以 
zily) 一 uti 9i)s 
由 定义 
xiCY)hCy) = Dr qk Y)). 
注意 上 面 已 得 到 h(z) 一 $ih(y)， 所 以 
xi(¥Y hz) «= pq(Y)), 
另 一 方面 ,由 z 一 p(x) 知 wi(2) 一 gi(9i); 由 定义 
hrilz)) 一 pCg(Y)). 
所 要 检验 的 关系 式 得 证 。 应 用 关系 式 , 由 *。 一 x%。 知 
mY hxa) 一 h(xs)) > hri(xe)) — AK0), 
即 有 x,) 所 在 的 纤维 收敛 到 愉 xo) 的 纤维 ， 剩 下 只 要 证 明 , 从 x，,》 
+ 133， 


政策 于 玉 必 oi(Y)) 于 可 ， 若 不 袋 ， 则 必 富 区 za 的 子 列 从 %1) 
收敛 于 从 zx) 的 纤维 上 其 一 点 ?了 去 从 zo)， 从 而 ?在 汇 的 稳定 流 
形 上 . 由 4 在 点 》 连续, 得 
xz > hy) 天 和。 

这 与 xz 一 和 ma 矛盾， 所 以 4 在 鞠 点 的 稳定 流 形 上 也 连续 。 最 后 ,可 
以 类 似 地 证 明 , 4 在 源 也 连续 . 

《2) 设 X 有 闭 轨 ， 

因 闭 轨 双 曲 , 闭 轨 又 在 二 维 流 形 上 ,所 以 或 是 汇 或 是 源 。 即 或 
吸引 或 排斥 

无 妨 设 X 与 Ye .7Y 的 相 图 表 中 按 同 构 互 相对 应 的 闭 轨 有 和 相 
同 的 周期 与 不 变 截面 。 因 为 若 不 然 , 可 以 应 用 定理 4.15 的 引 理 在 
闭 轨 的 一 个 令 域 内 将 场 X,Y 重新 参数 化 使 得 它们 的 闭 轨 有 相同 
的 周期 与 不 变 截面 ,而 不 改变 向 量 场 的 轨道 ， 

下 面 再 分 丙种 情况 讨论 . 

(2a) 设 一 切 闭 轨 都 是 吸引 的 。 

先 对 每 一 奇 点 汇 用 (1) 中 的 方法 取 邻 域 了 ,定义 4。 对 吸引 闭 
轨 7Y 取 场 X 的 不 变 截 线 了， 使 得 上 的 Poincart 映射 Px 是 同 
卡 。 X 小 扰动 后 的 场 了 的 想 应 的 闭 轨 YCY) 也 以 了 为 不 变 截 线 ， 
在 上 Pr 也 是 同 胚 ， 

设 oc,olY) 是 X,Y 在 相 图 表 的 同 构 对 应 下 相应 的 鞍点 ,与 7， 
7(Y) 的 关系 为 : 


0 一 7Y， ol(Y)<r(Y)., 
于 是 c 与 c(Y ) 的 不 稳定 流 形 都 与 截 线 3 相交 。 分 别 记 第 一 个 交 
点 为 +,y。 在 号 上 取 点 * 的 小 邻 域 口 ,由 于 可 以 令 扰动 很 小 , 所 以 
U 也 是 点 》 在 3 上 的 邻 域 .在 Wo)-o 的 两 支 上 取 点 94，24。 过 
gq，'9 作 场 Xx 的 截 线 ;:，?, 使 也 是 场 Y 过 W《okY)) 一 olY) 的 截 
线 。 记 三 co(Y)) 一 cCY) 与 5 的 交点 为 4Y) 2Y)7。 于 是 定 
义 贰 点 s 的 稳定 流 形 到 鞍点 oCY) 的 稳定 访 形 上 的 同 肽 % 为 
Hg:(9)) = pg CY)), Kpld)) = plaY)), vieR. 
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瑚 应 用 纤维 p(s)，wpA(3) 与 由 (7 四 (3)， 以 类 似 于 (1) 中 的 六 
法 在 上 x 的 某 邻 域 中 定义 同 胚 4，ACx) 一 y。 因 为 最 多 有 有 限 
多 个 鞍点 a，……, 0 与 7 有 “<” 的 关系 ， 所 以 我 们 可 以 在 上 取 
其 相应 的 开 区 间 UV,,.…,U,, 使 之 互 不 相交 ,并 且 与 区 间 Px(U;)， 


1,…, # 也 互 不 相交 ， 于 是 ,h 在 开 区 间 之 并 【VU; 上 已 经 


i=1 


定义 了 。 当 X 的 邻 域 充分 小 时 ，h10; 接近 恒 同 ,所 以 区 间 
UAY) 一 从 D0,) 与 PxUAY)), i 一 1,.…,n 也 互 不 相交 ,下 
而 来 开拓 4 

点 户 一 07 分 为 两 段 3 与 3,。 取出 小 区 间 Vi 一 1， 
4) 之 中 在 上 的 ， 然 后 对 7 由 远 及 和 近 排 列 为 Qi ,Ui 
《 见 图 5.6). Ui, 的 距 7 较 远 的 端点 记 作 5。 先 将 h 开 拓 为 了 3， 上 的 
区 间 [PxC5),b] 到 [Pr(A2))，A2D)] 的 同 胚 (注意 区 间 [PxCb)， 


太 
5b] Ui, 因为 Px(b) 较 一 切 Di 一 1， &) 中 的 点 更 靠 


1 一 1 


1 王 


近 Y)， 然 后 按 Poincare 映射 Px, Py 将 4 开拓 到 《(p,5b5] 上 , 即 当 
xE(p,b] 时 , 令 
h(x) 一 Prh( Px"(x)), 
其 中 为 使 Px"(x)€E 《Px(5),65] 的 整数 。 类 似 地 , 在 3, 中 骤 段 
[a,p) 上 定义 同 有 环 4 (其 中 a 是 3 上 各 小 区 间 的 端点 中 距 Y 最 远 
的 端点 )。 再 令 
hlp)— plY) = ENrCY), 
就 得 到 三 上 区 间 [a,8] 到 [从 a),A5)] 的 同 肘 有 h。 
在 7 的 稳定 流 形 WK《Y) 上 定义 4 如 下 : 若 x*EW《7), 令 
h(x) 一 Da hl pane lx) ], 
其 中 z(x) 宇 0 是 最 小 非 负数 ,使 
Pun:(x) EE [a,bICE, 
再 对 源 型 平衡 点 6 令 Ac ) 一 o(Y 了 ), 就 给 出 了 在 整个 M 上 的 定 
义 。 
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因为 卫 是 不 变 截 线 , 如 上 定义 的 天 是 满 映 的 ,双方 单一 的 ， 在 
WY) 上 的 连续 性 由 ti(x) 对 zx 连续 可 得 ,其余 各 处 的 连续 性 (1) 
中 已 证 ， 总 之 , h 是 M 上 的 辐 胚 ,将 X 的 轨 线 保 方 向 地 映 为 Y 的 轨 
线 。 

《2b) 设 和 有 一 个 吸引 闭 轨 与 一 个 排斥 闭 扫 。 

取 排 斥 闭 轨 m 《周期 wo) 的 一 个 不 变 截 线 3/， 设 L131 六 
中 的 点 出 发 的 轨 线 都 经 过 wo 时 间 退 回 到 >, 上. 1 被 有 限 个 鞍点 
的 稳定 流 形 分 割 为 一 些 开 的 小 区 间 。 注 意 ， 在 每 个 分 割 出 的 开 区 
间 中 的 点 都 以 癌 一 个 汇 型 临界 元 素 为 @ 极 限 集 。 设 ?是 某 一 个 分 
点 , 团 ok 是 鞍点 ， 

0 到 ct， pEW(o) NL. 
取 了 在 1 中 的 小 邻 域 即 区 间 [a,5], 使 过 [a,65] 的 轨 线 与 玉民 ab) 
的 截 线 w% 相交 ( 见 图 5.7). 

将 X 重新 参数 化 ,使 得 [a,5] 中 的 点 出 发 的 轨 线 都 经 过 同样 
长 的 时 间 ?一 1 到 达 s+。 仍 用 关 记 参数 化 后 的 向 量 场 ， 令 [a ,b'] 
是 包含 ? 的 小 区 则 ,Le ,b]C(a,5), 再 对 关 重 新 参数 化 使 [pCa)， 
pi(a )]Cs 中 的 点 经 过 时 间 z = 1 到 达 3; (吸引 闭 轨 oc; 的 不 变 
截 线 ; 使 [pC )，pi(5)]Cset 中 的 点 经 时 间 : 一 1 到 达 ci (平衡 
点 汇 oi; 的 令 域 的 边界 ， 与 X 模 截 )。 对 十 上 其 稳定 流 形 分 审 六 的 一 
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图 5.7 


切 鞍 点 ， 逐 个 地 进行 上 述 的 参数 化 过 程 。 令 “是 3 上 在 六 的 同 
一 仙 的 所 有 区 间 [e, 61 距 2rmn cr 最 远 的 端点 。 表 一 次 参数 化 XX 使 
区 间 [2, Px《4)] 中 所 有 [a,5] 之 并 的 余 区 间 中 的 点 出 发 的 轨 线 都 
经 过 相同 的 时 间 : 一 2 到 达 各 个 不 同 的 6 与 Zi。 
对 XX 的 邻 域 .Y 中 的 了 也 如 上 地 参数 化 ， 然 后 与 (2a) 中 完全 
一 样 地 定义 h。 显 然 在 映射 之 下 ， 
MK([b ,56]) = [oC(Y), bY)ICS,, 
而 [a,5b1 是 包含 [# ,5b] 的 纤维 ，[a(Y),b(Y)] 是 包含 [5(Y)， 
5(Y)] 的 纤维 ,所 以 
A[a,b]) = [aCY), bY)ICS 
于 是 再 开拓 h, 令 
MEif\o) = 3ifNol(Y); 
在 排斥 闭 扫 m 上 定义 4 如 下 : 若 点 x€o1 令 
h(x) 一 push Pus(x)), 
其 中 iCx) 是 使 pw(x) 一 3inc: 的 最 小 非 负数 。 至 此 ,在 整个 
M 上 定义 了 同 胚 h。h 将 XX 的 轨 线 映 为 Y 的 轨 线 且 保 持 方向 。 目 
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第 六 章 ” 双 曲 集 与 公理 A 微分 同 胚 


第 三 章 中 我 们 给 出 过 R? 中 双 曲 集 的 定义 , 并 且 证 明了 Smale 
马蹄 的 不 变 集 4 是 双 曲 集 ,或 者 说 4 有 双 曲 结构 。 紧 Riemann 流 
形 上 的 双 曲 集 在 动力 系统 的 研究 中 占有 相当 重要 的 地 位 ， 因 为 它 
直接 联系 到 Anosov 微分 同 且 .公理 A 微 分 同 胚 的 研究 。 

本 章 分 四 节 。$6.1 给 出 双 曲 集 的 定义 、 例 子 ，56.2 中 讨论 双 
招集 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 存在 性 ;$6.3 中 讲 局 部 乘积 结构 ， 
4nosoy 微分 同 胚 ， 公理 A 微 分 同 胚 的 定义 ; $6.4 中 证 明 公 理 信 
获 分 同 胚 的 谱 分 解 定理 。 这 些 为 后 面 两 章 更 细致 地 研究 公理 A 微 
分 闻 胚 建 并 了 基础 。 


$ 6.1 双 曲 集 的 定义 及 例 


我 们 知道 ， 如 果 点 少 是 紧 流 形 对 上 的 微分 同 胚 了 的 双 曲 不 动 
点 , 则 其 切 空 间 T,M 可 以 直 和 分 解 : 
T,M = E;,DEY, 
令 4= Df(p)，A1E; 一 A:，A|Es 一 4, 就 有 : 
A':.E, >E,, A’:Ey Es。 
且 存 在 +4€ (0,1),， 使 
I4l<1, 4) e171. 
将 此 性 质 引伸 到 一 般 不 变 集 4 上 ,就 得 到 双 曲 不 变 集 的 定义 . 
定义 设 M 是 紧 Riemann 流 形 , 微 分 同 胚 jf:M 一 M，4 是 
f 的 不 变 集 ， 如果 MM 的 团 丛 TM 限制 在 A 上 记 作 T。M， TM 
有 一 个 对 Df 的 不 变 分 解 : 
TM — E'@DE", 
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好 汪汪 一 x € 4， 沁 和 直 班 分 解 : 
TM 一 7TM 中 Te 
T:M，7:M 对 * 是 赴 续 的 , 且 满 足 
| DICT: M) = Ti M, 
DT MD = Th)M. 
另外 ,存在 常数 4 与 +€ (0,1), 使 得 
1DP(o1 < L"1z|， 当 vepE’, 
IDj "Cw)l Arrlw|, weE’, 

其 中 | :| 是 MM 的 Riemann 度量 ， 则 称 4 是 f 的 双 曲 不 变 集 , 简称 
双 曲 集 . 称 7 是 1 在 T,M 上 的 压缩 常数 . 

注 1: TM,T%M 对 * 连续 是 指 TM,T*M 具有 在 A 上 
随 * 连续 变化 的 坐标 向 量 ej(x) 人 一 1 7)， 好 ej;(x) (i 二 
1,…,n) 是 4 上 的 连续 向 量 场 。 

注 2; 第 三 章 中 Smale 马蹄 映射 的 不 变 集 4A 是 上 述 双 曲 集 
的 例子 ， 

命题 6.1 若 4 是 微分 同 有 是 f:M 一 M 的 紧 双 曲 不 变 集 ， 则 
华 M 上 可 以 引进 与 原来 度量 等 价 的 新 Riemann 度量 | |, 使 得 双 
邮 集 定义 中 的 4 一 1。 此 种 度量 称 为 “对 f 适应 的 ”. 

证 明 不 妨 设 4> 1, 棒 则 命题 的 结论 已 成 立 . 

到 NEA， 使 得 A4* < 1。 定义 新 的 度量 | 如 下 : 

对 任意 "6 五 , 令 


lo = 3 IpP(o1。 


由 双 曲 集 的 定义 ,有 
3 A NANvl, 
注意 Df(v)€ E’， 所 以 
lpi) 台 [IDF CF 
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— oP lo + PING) 
< t+ A 
< 一 22 
因为 4 一 1， 和 下 > 1， 所 以 令 
1 2 
B= 1— oi 0 — A), 
二 是 存在 We (0,1), 使 对 任意 ve B* 有 
[DiCON < allol， 
因此 
[DF CON < a0 lh. 
类 似 地 ,对 we E*， 令 


wp = 3 1Df"(w)l?, 


亦 有 
Df ?G00 < 1 wll. 
对 任 这 wnETsAM, 令 wW 一 十 w，vEE', weE*, 令 
ja = jv + jw 
就 有 
lz 下 十 lw la NA 十 12 扑 ， 
和 是 TM 上 上 一 个 与 上"! 等 价 的 度量 。 由 假设 4 是 紧 集 , 因 此 可 
以 连续 扩充 到 TM 上 。 
到 1 使 4 二 4 二 1， 再 取 M 上 的 一 个 C” 度 量 由 : 册 ， 它 在 
TM 上 充分 接近 | 小 ,于 是 在 74M 上 有 
MDF < 2， 由 D 广 Ke < Aw 
例 1 二 维 环 面 72: 上 的 双 昌 线性 自 同 构 4( 见 第 三 章 $3.4) 
以 环 面 7T? 为 其 双 曲 不 变 集 . 
首先 天 是 4 的 不 变 集 。 对 于 天 中 每 一 点 * 的 切 空间 T,T?. 
作 直 和 分 解 
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T,7T’= EDE:, 
其 中 Es 一 span{51}，E: 一 span{$2}，51, 5 分 别 是 对 应 于 特征 
值 44,42C41 之 1，h 过 1) 的 特征 向 量 ， 
显然 E' 一 | E:,E* 一 UE 是 D4 一 4 作用 下 不 变 的 ， 
DA 在 E' 上 收缩 , 在 8“ 上 扩张 即 对 Vv € E， 有 
IDAC»)| = 4|v|, 


对 Vw € E*, 有 
[DACw)| = hwl. 


取 1 一 max (4, i)<1 就 有 , 当 v&€ E’ 时 ， 


IDACW!| < +41v1， 
当 weEE* 时 
IDAT'Cw)| 41lwl, 
所 以 T? 是 双 曲 不 变 集 . 


$6.2 双 曲 集 的 稳定 流 形 定理 


本 节 中 我 们 将 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 推广 到 双 曲 集 上 。 

设 M 是 紧 、Riemann 流 形 ,， f: M 一 M 是 Cr 之 1) 微分 
周 胚 。 

定义 对 于 点 x€ M， 称 集合 

了 ro = {yeMIdGOD)，j(o) > 0, 当 n> 十 00} 
为 了 在 点 * 的 稳定 流 形 ; 称 集 合 

WwW) = {yeE MIdCOf*(y), f(x))— 0, M3 n> +o0} 
为 了 在 点 z 的 不 稳定 流 形 . 

定义 ”对 于 点 xeM 与 数 4> 0, 称 集合 

Wi(x) = {ye€E MlaCf’(y), fx)) < 6 对 Vn > 0} 

为 f 在 点 * 尺度 为 5 的 局 部 稳定 流 形 ; 称 集合 

WI) = {yE MIadCf "Cy), f° "(x)) <5 对 Vn 之 0] 
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为 了 在 点 x 尺度 为 的 局 部 不 稳定 流 形 ， 

注 : 当 x 是 双 曲 不 动 点 时 ， 显 然 厂 !(*) ,W(x),Wi;(x) 与 
Ws (x) 就 是 不 动 点 x 的 稳定 流 形 、 不 稳定 流 形 ,尺度 5 的 局 部 稳 
定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 , 

定理 6.2( 双 曲 集 的 局 部 稳定 流 形 定理 ) 设 f 是 紧 Riemann 
流 形 M 上 的 C' (r 之 1) 微分 同 还 ，ACM 是 1 的 紧 、 双 曲 不 变 
集 ， 则 有 以 下 结论 : 

(1) 存在 数 8 > 0, 使 得 对 Yxze4, 都 存在 一 个 6" 其 和 局 部 
稳定 流 形 Ws(x); 

(2) 对 任意 x*€E 4, Ws(x) 在 点 * 与 TIM 相 切 ， 其 中 
TM 如 双 曲 集 定义 所 述 ; 

(3) {W(x)}sesh 是 一 族 C' 子 流 形 ， 随 * 连续 变化 。 

注 ;“ 随 * 连续 变化 ”的 确切 含义 如 下 : 对 Yx € 4， 存在 * 的 
一 个 邻 域 4CA4， 与 一 个 连续 映射 p:4 一 CKD”", M)， 使 得 对 
Vx € 4, g(x) 三 ps 是 映 欧 氏 空 间 中 的 * 维 球 D" 到 x 在 W3(%) 
的 一 个 邻 域 的 C* 微分 同 胚 . 

证 明定 理 之 前 , 先 引 和 人 两 个 概念 ， 

(1) 指数 映射 ”M 是 光滑 Riemann 流 形 ， 点 pe M， 定 义 
指数 映射 exp,: T,M 一 M 如 下 : 对 Vi ET,M， 令 expo(S) 是 
M 上 一 点 ， 它 在 过 点 了 的 以 5 为 切 向 量 的 测 地 线 上 ， 且 与 的 测 
地 距离 为 151。 映射 exp, 是 T,M 中 原点 的 一 个 小 邻 域 到 计 中 
点 绢 的 一 个 小 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 

当 M 紧 时 , 切 丛 TM 中 邻 域 的 大 小 可 以 不 依赖 于 点 p， 即 在 
在 与 点 了 ?无关 的 。 > 0, 使 得 T,M 中 原点 的 8 邻 域 都 可 以 经 
exp。 微 分 辐 凸 地 上 遇 到 MM 中 点 的 8 邻 域 上 ， 

指数 映射 足够 光滑 ,只 要 流 形 夺 充分 光 谓 ， 且 有 

exp,(0) =— p; 
Dexp,(0) 一 id: T,M >T,M., 
《2) 截面 空间 ”我们 的 符号 C， 表示 4 上 的 所 有 有 界 截 面 组 
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Co 一 {p:4 一 TMI 对 YrE A， p(x) ET.M,|p(x)| 有 界 }， 
对 于 p6 Co 定义 其 范 数 
lpll = sup |p(x)|, 
于 是 C， 是 Banach 空间 。C, 中 以 零 截面 p(x) 三 0 为 原点 的 5 
球 5 必 6) 是 指 集 合 
CA(6) = {p€ECsl 对 Yrx€EA, Ilplx)| 0}. 
类 似 地 , 以 C。 表示 4 上 所 有 连续 截面 组 成 的 集合 ， 与 Cs 中 
一 样 地 定义 范 数 之 后 ,C, 也 是 Banach 空间 ,是 C, 的 子 空间 。 类 
似 地 也 有 以 零 截面 p(x) = 0 为 原点 的 5 球 Co(6)， 
下 面 我 们 以 符号 了 人 6) 表示 集合 
{yeETsM|ly| do)}. 
引 理 设 外:T4(5) 一 TsM， 满足 当 v 《TT,(5) 时 ， 
$Y) = gr(v) € 了 fs， 
若 gs(o) 对 任意 固定 的 xE4 部 是 C' 的 ,是 导 算 子 对 * 连续 , 则 
且 射 p:C,C6) -> Cs， 对 VoE Csl(5)，qg(p) 为 
plp)(x) = pop(f "(x)) 
是 C' 的 ,和 且 对 Vpo€Cs(6), YE€EC,, re4， 
[DoqCp) 7) Cx) 一 [Dg pof Cx)) OC (Cs))), 
证 明 我们 对 r+ 二 1 证 明 . 按 定义 , 求 Dp《po) 册 求 线性 算 子 
有 4 使 


plpo tt e7) ~— plpo) — Aer = Olellrll), 
即使 s 一 0 时 ， 
sup | plpo + a7) Cx) — plpo) x) — Ag7(x) | 
sll7| 


—> 0。 


令 
4 gplpo 十 sY)(x) — plps) (x) 
一 Dg-iapof ‘Cx))Carlf (x))) 
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= gunpo tt er FA) 一 soeooDC 广 (7) 
一 Des-usypof Cx) Mer(f (x) )). 
= [Dgr-ue pf *(*))) 
一 Deg- eof (x))) (er (2))), 
其 中 ps(f1(x)) 在 True 上 polf (x)) 与 (po 十 erY)(fF1(x)) 
之 联 线 工 。 因 为 8 一 0 时 ，pe(x) 一 polx) 对 x€h 一 致 , 因此 
由 Dgj-n:) 连续 ,可 得 当 g 一 0， 


i < supiDeruaesf (0)) 一 DereKafCD 一 0， 


所 以 了 是 C! 的 . 用 

定理 6.2 的 证 明 ”我 们 采用 处 理 大 范围 问题 时 常 用 的 方法 ， 
即 先 将 有 限 维 流 形 上 不 变 集 的 问题 化 为 无 穷 维 空间 中 不 动 点 的 间 
题 ,然后 应 用 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 来 得 到 结论 . 

(1) 设 4 是 流 形 M 上 对 f 适应 的 度量 , 8 >>0 是 使 TM 中 
原点 的 8 邻 域 上 指数 映射 exp,，x € 4 一 致 为 同 胚 的 正 数 。 因 上 # 
在 4 上 一 致 连续 ,， 洲 以 存在 9$ > 0， 使 得 对 任意 *E4，, 球 B,(*) 
的 f 像 在 球 B.Cf(x)) 之 中 . 

定义 映射 :TA6) 一 T4M 如 下 : 对 Yx€4， 


T.(5)—> TiraM 


expx je 


Bo 一 >B.(fCo) 
即 对 Vx€ A, ve T,(《5), 
PV) = expinofoexp,(y), 
显然 $5(v) ETna(e), 
再 定义 映射 p:C5《5) 一 Cs, 对 WYpE C5), 令 pKp) 如 下 : 
对 Vx € 4h， 
Pp) = Polf (x))., 
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显然 p 二 0€ C。 是 映射 ?的 不 动 点 。 由 引 理 可 知 P 是 C5 
的 。 注 意 exp,(0) 一 p 与 Dexp,(0) 一 id, 还 得 到 
[Dp(0)p] (Cx) 一 Dgru) 0) (pf (x)) 
一 Df(f™ (x)) (pf (x)). 
记 7 一 f(x), 就 有 
[Dp(0)p](x) = Di(y)ply), 
因为 4 是 双 曲 集 , 它 的 切 从 TsM 可 以 直 和 分 解 如 下 : 
TM = FE'ODE"*, 
E' 与 E* 在 Df 作用 下 不 变 . 令 Cs《E'),C,《E*) 分 别 是 定义 在 
4 上 取 值 在 E',E* 中 的 有 界 截 面 的 集合 , 显然 C,(E’),C,(E*) 
是 C, 的 子 空间 , 且 
Cs,— CE DCKE'"), 
设 v€ CE 因为 
[DpC0)v](x) = Df(y)v(y), 
x*€EA, y=f'(x) EA, vl(y) EE’, 
所 以 Dp(0) 映 CE) 到 C,《E')。 由 于 度量 对 f 适应 ,所 以 
I[DopCO0ONw (Cx) 1 = IDfG)v Oy) | E14lv (Cy)|, 1€ (C0,1). 
从 而 
lpDpC0)vl < Xvll. 
总 之 ，Dep(0) 限制 在 Cb(E') 上 是 收缩 的 。 类 似 地 , Dp(0) 限 
制 在 CsA《E*) 上 是 扩张 的 ， 从 而 Dp《0) 是 双 曲 的 ， 我 们 已 由 4 
是 了 的 双 曲 不 变 集 得 到 pe 一 0 是 Cs 上 的 5C" 微分 同 胚 2 的 双 曲 
不 动 点 。 
由 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 得 知 ， 存 在 & > 0 与 唯一 的 
C' 映 射 ;Bs 一 B 《其 中 BCC(E’)，B$,CCs(E*“)), 使 得 
的 图 像 恰 是 『 在 双 曲 不 动 点 op 一 0 的 邻 域 BsCC， 中 的 局 部 
稳定 流 形 。 以 (oe,r) 表示 截面 P 按 子 空间 Cs(E') 与 C,(E*) 
的 分 解 ,以 上 结果 就 可 表 为 : 
{(o0,7) = (gb(0)) No EE BS} = {Cr) pCu,r)E Be Vs > 0}. 
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我 们 取 《exbz Be(c)) 为 流 形 M 在 点 * 处 的 局 部 坐标 卡 . 
由 于 


Plo,T) (x) = exprlofoexpy-ue of Cx)), CFCx) )) 
年 jc(C 广 (xz))，r(C 广 (xs)))， 


其 中 了 =expz'ofoexpj-uw, 为 了 导出 的 坐标 卡 中 邻 域 B.( 广 (xD)C 
ToM 到 B,(x)CT,M 上 的 映射 , 即 2 将 截面 p, 映 为 截面 。， 
时 ， 户 在 点 * 处 所 取 的 向 量 为 pk 三"( xz) 以 了 作用 所 得 ， 所 以 ， 
对 Vn 守 0， 


gq"(o, rT) (x) = fr"CoCf "(x) )， rf "(x))), 


其 中 产 一 exps'of*oexpj-rr), 
根据 以 上 讨论 可 得 到 重要 关系 式 : 
t= J(0), o€ BS<SNYrE A, expslolx), T(x) CWE), 
此 等 价 关 系 式 成 立 是 因为 ， 
T= wb(0), o€ Ba 
<> po,r) EB 对 Vn 之 0 
< lf"(olf "(x)), rf "(x)))) < 8, 
对 Vz 0，VxE4 
<> ad(f'oexpy-n (olf "(x)), Tf "(x)), x) =p, 
对 Vn 守 0，Vreh, 
令 y 一 了 "(x), 则 
p"(g,T) EBs, 对 Yn 之 0 
<>d(f'(exp,Co Cy), TCy))), f°(y)) 8, 
对 Vn 守 0， vy€U 
<> expyloly), TCO) EWsly), 对 Vy€ A, 
应 用 以 上 关系 式 可 以 证 得 , 当 rz 一 由 cc) 时 ,r(x) 由 oa(x) 
(o 在 点 * 的 值 ) 所 确定 , 而 不 农 赖 于 整个 截面 o《 即 不 需要 由 6 入 
yg(o) 一 z 再 得 r(x))， 事 实 上 , 如果 (ov,T) 与 or) 满足 
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rz 一 由 c)， 一 小 c)， 

由 以 上 关系 式 ( = 之 ) 可 知 ， 对 YxzeA4 有 

exps(o(x), T(x)) E Wa(x) 与 exps(o (x),T (x))E W(x), 车 
某 me4 使 ox,) 一 ICz) 而 T(x0) 和 关 T 工 (xz)， 茂 们 取 截 面 

(ck(x)yr(x))， 当 ece4， xz 天 xzoy 
CO too rc) 当 x 六 

由 上 关系 式 ( < 一 ) 就 得 知 ? 一 5(5)， 因 为 5 一 o， 所 以 应 该 有 
zi 一 7。 但 


(x0) = TX0) 关 T(xo), 

矛盾 ， 
我 们 令 
Er—= {v=o(x)|re A, o€ Bs}. 
定义 映射 g:E2 一 E* 为 
g(v) =— bo) x), 
即 8Co(%)) — pox) = rT(#), 
由 以 上 讨论 可 知 此 定义 是 合理 的 。 
进一步 定义 映射 h:Es 一 M 为 ; 当 x€EAh,o€ Bh, v0(x) 
时 ， 
hv) 一 exps(v, g(r)) 
一 exps(o(x), bo) (x)). 
显然 , 取 定 x€ 4, 限制 在 E(x) 上 的 像 W3(x)。 反之 ,着 有 
(ww) ET (8B) 使 exps(wu,w) EWs(xo), 我 们 取 (0,r)€ Cs(p》 
如 下 
(nu,w), 当 x 一 wo， 
Ce)s70)) = oo'0y, 当 xE4，x 天 2。 

因为 对 任意 *E4，x 夫 2 加， 有 

cxps(0,0) — x EWS(x), 
所 以 应 用 重要 关系 式 ( < ) 得 知 此 截面 (oe, 7) 满足 + 一 4(s)， 
即 点 
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exps (WW) 一 exps (on) pho) xo)) 
属于 4 限制 在 E(xo) 上 的 像 。 总 之 ， 取 定 x €E A， 当 % 限 制 在 
E8(x) 上 时 , 它 的 像 就 是 Ws(x). 

由 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 定理 知 上 的 图 像 {(o, 4(o)), 0 € 
B83,} 《映射 9 在 双 曲 不 动 点 零 截面 处 的 局 部 稳定 流 形 ) 是 Banach 
空间 Cs 中 的 C' 柑 入 子 流 形 《(B%,p(Bh))， 取 定 一 个 x& 4 即 
限制 在 T.M 上 

{Colx), blo)(x)), olx) € Es(x)} 
是 5" 做 人 的 , 再 经 过 指数 映射 exp,， 成 为 计 中 过 点 x 的 C' 嵌入 
子 流 形 。 总之， 对 x€ 4,4 限 制 在 Es(x) 上 的 像 ， 即 Ws(x)， 
是 M 中 C' 典 人 子 波形 。 

(2) 为 了 证 明 在 点 me4， 了 5(xzo) 与 E5Cz) CT2M 相 

切 ， 只 需 证 明 在 T,,M 上 流 形 
{oCx0), Po)Cxo)), olxo) € Ea(xo)} 
在 x, 处 与 Es(xo) 相 切 。 为 此 考虑 
1w(c)Czo) — pOOx)) oo |plo) — $C0)) (xo)| 
jolxo) 一 oCxo) | |oCxo)] 
因为 pCe)Cxo) 由 0 Cx) 确定 ， 所 以 无 妨 取 ao 使 jall = lo(w)|， 
于 是 


[po) (xz) 一 由 0)Czo| < | 人 aa) 一 史 C0 刘 
lo(xo) 一 ofxo)| lol ” 
根据 第 四 章 命题 4.8 知 DYy(0) 是 零 映 射 , 即 
4(c) — $0) = olloll), 
所 以 当 lol = oxo)| 充分 小 时 ,上 不 等 式 右 端 可 以 任意 小 ， 相 
切 性 得 证 。 
《3) 不 难看 出 ，(1) 中 定义 的 映射 中 限制 在 连续 截面 空间 
中 Cs6) 上 时 的 像 也 在 Co 中。 又 截面 p 一 06Co(3) 也 是 9? 在 
Cu 中 的 双 曲 不 动 点 。 同样 可 证 明 在 C, 中 映射 9 对 双 曲 不 动 点 
p 一 0 也 有 局 部 稳定 流 形 ， 它 是 C* 中 局 部 稳定 流 形 在 C 中 的 子 
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湛 合 ,但 是 ,对 任 一 点 x € A， 其 稳定 流 形 

Wa(x0) 一 {exp, (9(x0), CPEDIE G《 了 3 }， 
考虑 其 中 Bh CCLE') 或 BCC,(E') 都 是 同一 集合 。 这 是 中 
为 CoGCs, 而 在 C, 中 olxo) 是 完全 将 定 b(c)(z)y 的 。 这 样 一 
来 ,可 以 认为 稳定 流 形 族 

{WS (x)} een 一 {exp, (oCx) ,po) x)) ,ess 
其 中 〈c,y(e)) e C6。 这 个 流 形 族 对 x 的 连续 性 可 以 南 由 对 截面 
”的 连续 性 与 截面 对 > 的 连续 性 得 到 ， 
按 注 中 定义 检验 流 形 族 {W5(z)}。es 的 连续 性 ,可 参看 [5]。 鲁 


推论 1 (1) 对 任何 *€h,8 < 二 (sg >>0 是 使 TsM 中 原 


点 的 邻 咸 上 指数 映射 exp。 一 致 为 同 胚 的 正 数 ), y-r « Ws(x)， 
yEA， 有 
d(Cf*(y), f°(2)) Sd(y,2), 1€(0,1), vn 之 0， 
(2) 对 任意 x,x e A, W3Cx) 几 Welx ) 在 Ws(x) 中 开 。 
证 明 (1) 因 y,z EW5(x), 所 以 对 一 切 a 之 0 有 
dCf"(y) f(x)) < 与 dlf"(z),1"(x)) < 6, 


从 而 
dy)，FP(s]) < 28, 
于 是 得 知 
ZE Wisly). 
设 zx 一 expy (v,g(v)) (28 过 ,指数 映射 有 意义 )， 则 对 
vn 之 0， 


dl(f"(z) ,1"(y)) 一 |expraeysf" (x) | 
= |expratysof "oexp,Cy, gCv)) | 
— |$"(v,g(v))|, 
由 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 的 性 质 《 定 理 4.7 的 引 理 的 推论 1) 
可 知 ， 对 VY 截面 a, bE 4 的 图 像 (映射 9? 的 双 曲 不 动 点 零 截面 的 
稳定 流 形 ) 有 
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上 pe — oO EANa md, 7€(0,1), va~™ 
我 们 取 5 = 0， 机 类 似 王 定理 的 证 骨 (1) 中 了 到 a, 抠 
(v,8(v))， 当 x 一 y， 
0 = oo’0), 当 x y,，x€Eh, 
由 p(p)(x) 一 GCplf'(x))) 得 
PP) Cx) 一 Yr plf "(x)), 
所 以 $"aly) = g(a) (f(y)), 
Fy aD) Sioa = 2), gv))| 
= i"|expy!z| = i"d(z,y), 


(1) 得 证 . 
(2) 设 yEWs(x) 站 Wx) z EW5(Cx)。， 由 (1) 知 
d(frlz), f(x)) EACf (zs) ,fx)) + df x) ,f° (Cy)) 
+ dCf"(y), f(x )) 
2"[dz,x) + dr,y) + dy, x )] 
A 381", 
因此 ,存在 %, 使 得 当 二 之 zm 时 ,对 Vz € Ws(x), 有 
alf"(s), "(x )) < p. 
由 (1) ,存在 > 0, 当 z 接近 使 得 d(y,z) 三 5 时 有 下 列 
不等式 成 立 : 
d(f" Cy), (一 8 一 区 PCD f(x)), 


1 一 0,1，… ,10, 


即 

df”(z), POX) LH, A ,1 Ho, 
总 之 ,对 于 y EWs(x) 们 WW5(x)，Vz E Ws (x) ,只 要 d(z,y)<6， 
就 有 z EW3Cx), 即 z EW5(x) 站 Ws(x )，(2) 得 证 目 

注 : 由 (1) 得 知 , 当 yEWs(x) 时 ， 

dF Oy) Ps Ed yx) < dy sx). 

所 以 ,对 于 8 二 品 ， 
W(x) = {yeéEWh(x) dy, x) < PF} 
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下 面 的 推论 指出 局 部 稳定 波形 与 整体 稳定 流 形 的 关系 。 
推论 2 当 *e4 时 ,有 
《17 WiC(x) TCWCx), WECK) CW*(x)s 


CD WC 一 U FWSGA))), 


Wr*(x) = \) FCWECFtC))), 
证 明 (1) 由 推论 1 的 (1) 立 刻 得 到 . 
《2〉 由 稳定 流 形 定义 ,显然 对 之 0 有 
W'(x) = ft(W'(ftCx))), 
所 以 
W'(x) = (fwW'(ft(x))), 
由 《1) 得 
W'(x)D \) fF AWSC(x))). 
一 0 


另 一 方面 , 设 y EE W(x)， 则 存在 入 ,使 得 当 ww 之 入 时 ， 
dCf"(x) ,f(y)) 一 和。 
因此 ,对 Va 之 N,f"(y) EeE WsCf"(x))， 即 
yef "(Wslf’(x))). 


所 以 
ye U -AWECRC))). 
总 之 ,有 
WO) = U FAWSCRG))). 
类 似 地 省 


了 


Wr"(x) = \) FOWSCF CK))). 量 


*=@ 
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注 : 不 难看 出 可 以 改 (2)? 中 的 有 一 0， 1 为 nx，ni < 人 21+， 
HA 十 co。 

命题 6.3 设 x*€ A， 则 存在 5 微分 同 胚 8,, 它 将 T,M 在 
原点 0 附近 的 其 一 球形 邻 域 映 到 MM 上 点 * 附近 的 某 一 球形 令 威 ， 
且 满 足下 列 条 件 : 

gO0) = x, gr(W'CrICE:, gi(W'(x))CEY, 

证 明 若 ye T,M， 则 有 ?的 直 和 分 解 y 一 十 y*， 其 中 
yeEE:,yE Er 设 expx'Ws(x) 是 函数 4';E: -> Et 的 图 像 ， 
0) 一 0; expz《W&8(x)) 是 函数 ;Ex 一 EB: 的 图 像 ， 
0) 一 0. 令 q:T,M 一 T,M, 使 

py = Ey + py + [y+ By)], 
则 g, 一 exp:cp 就 满足 命题 的 要 求 。 事实 上 ,由 于 ,4* 是 
C' 的 ,因此 g, 是 C' 的。 又 


0 0 
py 0 

而 Dy',D%* 在 原点 0 为 零 , 所 以 在 原点 0 附近 PP 是 C' 司 胚 ， 从 
而 8. 是 T,M 上 原点 O 附近 的 C' 微 分 同 际 .外 
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86.3 ” 双 曲 集 的 局 部 乘积 结构 


本 节 中 我 们 先 引 人 一 类 具有 特殊 结构 的 双 曲 集 ， 这 各 结构 称 
为 局 部 乘积 结构 或 典型 坐标 。 然 后 定义 Anosov 微分 同 胚 与 公理 
A 微 分 同 胚 。 再 证 明 Anosov 微分 同 蚌 的 全 流 形 M 与 公理 A 微 
分 同 胚 的 非 游 菏 点 集 Q9 都 具有 这 种 结 梅 ， 

以 下 命题 指出 双 曲 集 的 一 个 性 质 ， 

命题 6.4 设 4 是 微分 同 胚 了 的 紧 、 双 曲 集 ， 则 对 任意 小 的 
s > 0， 存在 6€ (0,e), 使 得 当 x,y€ 4，d《x,y) 二 6 时 ， 有 唯 
一 的 一 点 z，z EWi (x) 站 Wi(y)，z 记 作 [x,y]。 这 样 确定 的 映 
射 


eso].{Cxsy) EAX Aldx,y) < 5} —M 
是 连续 的 ,并 且 ，Wi (x) 与 Wr (y) 在 * 处 横 截 相交 ， 
证 明 取 定 x+€ A, 应 用 命题 6.3， 上述 问题 可 化 到 欧 氏 空间 
T,M 的 原点 附近 来 讨论 ，T,M 上 向 量 记 作 5， 
一 上 十 全， 
其 中 EE Ei El:，5*€ Er BL 于 是 Wilx) 与 Wi (x) 的 
方程 分 别 为 
s*=—=0, |8|<e 
与 
站 一 0， Il£*| 一 es。 
由 双 曲 集 的 性 质 与 其 稳定 流 形 定理 可 知 ， 对 于 接近 点 * 的 点 
y € 4 ,存在 辣 胚 pCy) :We(x) 一 Wri(y)， 又 记 一 5 十 5 到 
#* 的 投影 为 <， 我 们 考虑 映射 pCy,*): E“(s) 一 EE*: 对 Vw € 
E*(s), 
p(y,w) 一 wop(y)(0,w). 


6.1 


于 是 ,为 证 Ax,y》 充 分 小 时 Wi (站 了 7 (y) 有 唯一 一 个 点 ,只 
要 证 此 时 有 唯一 一 个 w 于 w(y) ,使 p(y,w(y)) 下 0。 

显然 p(x,0) 一 0, p(x,*) 是 恒 同 映射 ， 所 以 Delx,w) 一 
1， 根 据 隐 函数 定理 可 知 , 存在 6., 使 当 人 xs?) 过 5, 时, 方 
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程 ply,w) 一 0 的 解 驳 一 woD)，l2i1<s 唯一 存在 。 由 于 
Ws (x) 与 Wi (x) 横 截 相交 ，{Wi Cy)},。， 对 连续 与 模 截 让 
交 的 开 性 , 若 沉 要 ,再 缩小 5.， 就 得 到 Wi (x) 与 Ws (y) 横 截 相 
交 ， 

因 4 紧 ,可 以 证 明 ( 从 略 ) 存 在 一 个 一 致 的 5 > 0, 满 足 命题 的 
要 求 ， 

[1] 的 连续 性 可 由 以 上 推导 过 程 中 看 到 ， 国 

注 ; 命题 6.4 中 的 点 [x,y] € M ,但 不 一 定 有 [x,y]€ 4， 

定义 ”对 于 双 曲 集 4 ,如果 存 在 8 >6 > 0, 使 得 对 一 切 *， 
y€ A，d(x,y) 二 65, 都 有 

[x,y] = Wi (x) NW (y)€ A, 

则 称 双 曲 集 4 具有 局 部 乘积 结构 或 具有 典型 坐标 . 
直观 上 ,如 果 4 有 局 部 敢 积 结构 , 则 在 * 4 的 其 一 邻 域 U 
内 ，4n 中 的 点 的 局 部 稳定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 构成 上 内 的 
一 个 “网 格 ”, 而 “ 格 点 ”也 都 是 4 由 UV 中 的 点 ， 下 面 是 二 维 、 三 维 
情况 的 示意 图 。 


6.2 
由 命题 6.4 与 局 部 乘积 结构 的 定义 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 1 若 双 曲 集 4 有 局 部 乘积 结构 , 则 当 x,y,n,v《 4， 且 
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充分 接近 时 就 有 
[[x,y],[u,vl] = [x,v], 
从 而 
[[x,y],ty,xz]] = [x,x] = x, 
[[x,y] ,2] = [x,v], 
证 明 设 6 >> 3>0 有 局 部 乘积 结构 定义 中 所 述 之 性 质 ， 按 


命题 6.4 对 三 定 出 a1e (0, 志 ), 又 对 3 定 出 ae (0 ) 当 


*,》,W,v 两 两 接近 到 6, 时 ,有 
[x,y]e Ws, (x) CC Ws(*), [u,vlE WS C2) C Wely). 


注意 ,此 时 {x,y],[#,v] 接近 到 6, 从 而 , 令 z 一 [Lay], [zz 
就 有 
z€ Ws([x,y]), z*€E WLu,v1). 

由 以 上 所 得 , 知 z EWi (x),，z EWi(v)， 因 为 d(x,v) < 6,<6， 
由 淮 一 性 xz 一 [x,vj. 量 

以 下 推论 指出 此 种 结构 称 为 4 的 局 部 乘积 结构 或 典型 坐标 的 
原因 我们 取 符 号 

WV: (x) = Wi NA, Br (x) = WA) NA. 

推论 2 设 A4 有 局 部 乘积 结构 ,n 充分 小 , 则 对 Vx€ 4， 

(1) 映射 [+ ,x]:1VI (x) 一 M 与 [x,*]; 访 ; (x) 一 M 都 是 
包含 映射 。 

(2) 映射 [,，.]: NN 三 太 4 (x) X 族 ) (x) 一 M 是 N 到 * 在 
4 中 某 邻 域 上 的 同 胚 ， 

证 明 〈1) 由 定义 是 显然 的 ， 

(2) 考虑 任 一 y€ 4，y 与 x 充分 接近 。 由 推论 1， 

y= [[y,x],[x,y]], 

由 尼 当 乘积 的 定义 ,点 
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Ly,xle W; CO) NA = W(x), 
[x,y] € Ws (x), 
白 以 映射 [",*] 将 入 二 也 (x) X 诊 ; (x) 映 满 * 在 4 中 的 其 
一 邻 域 。 
设 yy EWICx),， zz EV; (x)，[y.z] 一 Ly,z'1， 于 是 
[xz,[y,z]] = [x,[y’ ,2 11, 
从 而 
[x,z] 一 [x,x ], 
由 (1)，[x,*]: 访 ; (x) 一 M 是 包含 映射 ,所 以 ， 
[x,z] 一 xz，[x,z] = 2", 
因此 z 一 x。 同 理 可 得 y 一 了。 所 以 []: N 一 M 是 单 的 。 
因为 在 映射 [.,"] 之 下 , 的 像 点 ?可 表 为 
7 一 [[y,x],[z,y]]。 
由 命题 64,1，,*] 连 续 , 所 以 [*,"'] 是 N 到 ?在 A 中 某 邻 域 上 的 同 
且 。 国 
定义 ”M 是 紧 Riemann 流 形 ， 称 微分 辐 胚 f:M 一 M 为 
Anosov 的 ,如 果 整 个 流 形 1 是 了 的 双 曲 不 变 集 . 
定义 ”M 是 紧 Riemann 流 形 , 称 微 分 同 胚 f:M 一 M 为 公 
理 A 微分 同 厦 ,如果 
《1) 了 的 非 游荡 点 集 QCf) 是 双 曲 集 ; 
《2) 了 于 的 周期 点 集 P(1) 有 PC(1) 一 0(7). 
例 二 维 环 面 T? 上 的 双 曲 线性 自 同 构 4 是 公理 A 微分 同 胚 ， 
也 是 Anosov 微分 同 胚 ， 
由 局 部 乘积 的 定义 立刻 有 以 下 定理 : 
定理 6.5 芳 M 是 紧 Riemann 流 形 ，j.M 一 M 是 Anosov 
微分 同 胚 , 则 M 有 局 部 乘积 结构 ， 
为 证 明 公 理 A 微分 同 胚 的 非 游 荡 点 集 ( 双 曲 集 ) 具 有 局 部 乘 
积 结构 , 先 证 明 几 个 引 理 、 
引 理 1 设 f 是 Banach 空间 EE 中 的 双 曲 线性 自问 构 ，E 可 
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起 和 分 解 E 一 EBE*， 其 中 E',E* 是 稳定 子 空间 ,个 稳定 子 空 
间 。 若 U 是 E 中 非 空 开 集 ,， UN EB&， 则 


U 1"(U)DE". 


m>0 


证 明 由 图 6.3 可 见 ,不 难 直接 验证 . 午 


f*(U) 


f(U) 


图 6.3 


引 理 2 设 f;: M 一 M 是 微分 同 凸 ，5,4 是 于 的 双 曲 周 期 
点 ,0 是 计 中 非 空 开 集 ,， UW’(p) 关 8， 则 


(1) U FTIW*Cp), 
(2) 若 又 有 W"(p) 与 Wg) 模 截 相交 , W*(p) 作 Wg) 关 
$， 则 
(On (U fj"(U))z $, 
证 明 先 设 p,g 是 f 的 双 曲 不 动 点 . 


(1) 由 不 稳定 流 形 W*(p) 的 定义 ,我们 只 需 证 明 对 点 ?的 
某 一 邻 域 下 下 式 成 立即 可 。 
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男 一 方面 ,因为 对 了 的 稳定 流 形 W'(p) 有 
UNW'(p)z $$, 
所 以 存在 四 盖 0 使 
f"UIN(WP NV) A 5, 


这 样 一 来 , 间 题 可 以 化 到 点 ?的 邻 域 V 中 考虑 ， 

我 们 按 Hartman 定理 选择 点 了 的 邻 域 7 使 得 在 VV 中 微分 同 
肥 f 拓扑 共 轿 于 其 在 点 ?的 导 算 子 Df(p)。 对 双 曲 线性 自 同 构 
Dj(p) 应 用 引 坦 1,(1) 得 证 。 

(2) 仍 取 (1) 中 所 选 之 邻 瑾 了 ,在 了 上 了 拓扑 共 斩 于 Df(p). 
设 * 为 W"(p) 与 丈 (9) 横 截 相交 之 交点 ， 则 存在 1€ Z1 使 
f(x) EV。 注意 W*(p) 与 Wg) 都 是 了 不 变 的 ,所 以 


f(x) EW"(p) NW'(g), 


并 且 广 (x) 仍 是 W*(p) 与 W"9) 的 模 截 交点 。 男 一 方面 , 存 
在 mk 2*+, 使 得 


f" UNW NV EY, 


这 样 一 来 ,问题 又 可 到 邻 域 了 中 著 虑 ,而 对 于 双 曲 线性 自 同 构 ,(27 
要 证 明 的 结果 是 显然 的 ( 见 图 6 '). 

当 p,q 是 了 的 m,n 周 斯 点 时 ,考虑 微分 同 且 Ck 一 mn)， 
p,9 是 入 的 双 曲 不 动 点 

引 理 3〈 雾 状 引 理 ) 设 f;:M 一 M 是 微分 同 胚 ，pi(i 一 0， 
… ,7#) 是 了 的 周期 点 , 且 ps 一 po。*i W*(p;)N Wpirs) 是 横 
截 交 点 ,1 一 0, 一 1。 则 xi 一 0 和 2 一 1) 都 是 非 游 
荡 点 。 

证 明 取 * 在 对 中 的 邻 域 0;, 由 引 理 从 27) 与 归纳 法 ,对 每 一 
个 Ki 一 4,…s7 一 1), 都 有 


9 1S7 * 


W949) 


f""U) 


图 6.4 
wpON( U "CVD) 二 9. 
特别 , 取 ; 一 i 再 应 用 引 理 2(1) 就 有 


Uf" C0) ESWCp), 


m>0 


所 以 . 
Uj f" UINU; FZ. 


于 是 ” 是 非 游 荡 点 (i 一 0,.…,n 一 1),. 和 

定理 6.6 设 M 是 紧 Riemann 流 形 ，f: M 一 M 是 公理 4 
微分 同 胚 , 则 了 的 非 游 荡 点 集 LCf) 具有 局 部 乘积 结构 。 

证 明 由 设 8(1) 是 紧 双 曲 集 , 所 以 只 须 证 明 3 5 二 0， 
使 Vx,y€ 8(f)，d(x,y) 二 5， 就 有 

{x,y] = Wi (x) NW: Cy) 2(f). 

由 命题 6.4 知 ,存在 8 汪 >5 > 0, 使 当 x,y€ 020(f), d(x,y) 二 
5 时 ， 琴 : (x) 与 Wi (y) 横 截 相交 于 点 [x,y]。 取 [x,y] 在 M 
中 的 任 一 邻 域 I。 因 为 了 的 局 期 点 在 2(f) 中 稠 ,映射 [",*] 连 
续 , 所 以 存在 充分 接近 x,y 的 周期 点 bg, 使 dp,9) 一 9,[p9] 
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< VU。 由 命题 6.4,[p,9]，[9,p1 部 是 风 截 相交 点 ， 应 用 移 公 引 悍 
得 知 [p,9]€ 4(f)，、 因 40241) 是 闭 集 , 所 以 [zy1 e ec 全 


$6.4 谱 分 解 定理 


M 是 紧 Riemann 流 形 ，f:M 一 M 是 公理 A 徽 分 同 胚 ，# 
的 非 游荡 点 集 2( 四 可 以 进行 谱 分 解 ， 从 而 给 出 8(1) 的 基本 
轮廓 。 下 一 章 中 的 Markov 分 割 还 要 对 8(f) 进行 更 细致 的 讨 
论 . 
定理 6.7 〈 谱 分 解 定理 ) M 是 紧 Riemann 流 形 , f:M 一 M 
是 公理 A 微 分 同 胚 ，2Q(h 是 了 的 非 游荡 点 集 * 则 
(1) 2( 人 站 一 0.U0,U.…U9,, 其 中 Qi(1 万 i ss) 是 互 
不 相交 的 闭 集 ， 且 信 9,;) 一 8;，f10; 是 拓扑 传递 的 ， 
(2) 8; 一 XLiUXiU-…UXsij;, 其 中 Xi 人 1L 扫 7 私人) 是 互 
不 相交 的 闭 集 , 是 大 Xi 一 Ar XXX 六 | 和 是 
拓扑 混合 的 ， 
证 明 因 0C(f) 是 紧 、 双 昌 集 ,有 局 部 乘积 结构 , 取 s > 5> 
0。 如 局 部 乘积 定义 所 要 求 . 设 点 pe PCf, 周期 为 m。 涛 中 集合 
X, = Wp NGC CSO). 
下 面 来 证 明 , 某 些 X, 就 是 定理 结论 (2) 中 所 提 到 的 那 种 Xi.。 
《a) 证 明 X, 一 BsX,)， 共 中 
BX,)=— {y€ 0(f)1d(y,X,) < 5}. 
显然 X,CBsCX,)， 所 以 只 需 证 Bs(X,)CCX。 即 可 。 
因为 PC 站 在 0(f) 中 黎 , 所 以 只 要 证 明 , 当 gq € P(f),q€é 
BCX) 时 ， 有 496X。 这 是 因为 ,否则 ， 有 点 xo€ Q(f)， zo 
BX,) 但 XoEX,, 从 而 axo 在 GCC 中 的 邻 域 LU CCBAX,), 
但 UnX, 一 %。 于 是 有 周期 点 9E Is， 使 9€ BX,), 但 4 
X,. 
现 设 9€ Bs(X,), 周 期 为 %”。 由 Bs(X,) 的 定义 ， 
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3axe 瑟 <“(z 站 人 QCfD)， 
使 d(g,x) 二 5， 注意 2(f 有 局 部 乘积 结构 ,所 以 
x = 1g,x] EWAINWE NO CW NW PN OD. 
因 x EW™《4q)， 故 当 《 一 十 吕 时 ， 
d(Cftm*(x’),g9) = dfim(x), ft" (9))—> 0. 
因 x EW*(p) 阁 QCf), 故 对 任意 *， 
fimrCx ) EFAWAP)) = Wf p)) = Wp), 
县 ft"*(x)e 8(f)， 所 以 
gq€ WPMNOCF) = X,. 
(b) 证 明 , 如 果 4e PC(1), 49 EX,， 则 X 一 和 Xp。 
因为 9EX， 所 以 


Wis(g)N\ OCF) CB X,). 
由 (a) 得 
Wi(g)N OCCX,. 
由 定理 6.2 推论 2 知 
W"(g) = \) 1 C9))， 
和 和 0 
所 以 


WwW*(g Nod) =o UU fi" CWsCg9) NEG 
《> 


一 UU ft"*CwWs(g)N OD) 


[ee 


CU) fr"CX,), 


t>0 
因 X, 是 1" 不 变 的 , 闭 的 ,于 是 得 到 
XsCX,. 
如 果 可 以 证 得 pe X,, 则 同 理 可 得 X,CX。， 从 而 X, 一 Xs. 
(b) 得 证 ， 
事实 上 ,由 于 2E X,， 故 存在 ES W*(p) 由 8(f), 使 


"160。 


d(x,9) 一 9， 
由 x&€ Q(f),d(x,9) 二 38,9 《XX 得 
rx€ BX,) 一 和 
因为 X 是 f? 不 变 的 ,所 以 对 Vi EL， 
fim (x) EX 
因 xe 琴 *( 拉 ， 所 以 当 一 十 co 时 ， 
dCf hma(x),p)— df mr (x),f th"r(Cp)) 一 0， 
于 是 p EX, 
(c) 由 (a)，X, 与 X 都 是 度量 空间 8( 有 ) 中 的 并 集 ,， 车 
Xi 站 Xs 关 0 则 和 nxX 是 8(f) 中 开 集 ， 由 于 
pCf) = 007), 
必 有 周期 点 rE Xp 站 Xy， 从 而 ,一 X, 一 X。 故 任意 Xe 与 XX 
或 不 交 或 重合 . 
因为 PC) QCf), 所 以 
a(f)— U BAX,)=— UX,, 


p EP pEPY 


于 是 X,(Pe P(1)) 是 紧 0(f) 的 开 覆 盖 ， 因 此 存在 有 限 个 周期 
点 如 ，……… ,pn ,使 得 
0(f) = X, UX UUX,y, 

且 Xpi(1 过 达 N) 互 不 相交 ， 显 然 , 下 标 不 唯一 , 但 集合 是 叭 
一 的 一 组 , 

因为 2(f) 是 了 的 不 变 集 , 注 意 Xpi) 一 Xpp， 所 以 改换 
下 标 之 后 的 pi(1 过 过 N) 组 成 有 限 条 (* 条 ) 周期 轨道 。 将 属 
于 同一 周期 轨道 的 pt 所 对 应 的 Xs 分 在 一 组 ,它们 的 并 集 就 是 定 
理 结论 (1) 中 的 9(1 过 i 过:)，。 每 一 组 中 的 X 重新 编号 就 得 
到 定理 结论 (2) 中 的 Xi,i。 

(d) 不 难看 出 定理 结论 (1) 中 的 拓扑 传递 性 可 以 由 (2) 中 的 拓 
扑 混合 性 得 到 ， 而 为 证 (2) 中 的 拓扑 混合 性 只 需 证 明 : 若 f*(X,) 
一 X,， 则 六 X 一 X, 是 拓扑 混合 的 
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设 口 ,V 是 中 的 非 空 开 集 ， 我 们 来 证 对 充分 大 的 4e 全， 
HV)NU A 8. 


取 pe U0， geEV，p,9€P( 人 ,周期 分 别 是 m,n。 
对 Vi€E ZV1,3k,iE 2L1+ ,0 之 1j 二 mn， 使 
IN = kmn 一 也 。 
显然 , 有 上 述 性 质 的 ) 使 
fi(p) 一 三 (peEXr 一 和 

从 而 存在 点 ze fCU)NwW*(g). 

因为 x; EW*《4)， 所 以 当 《一 十 co 时 ， 

dCf tmnx;) ,9) = df tx) ,f(g)) 一 0 
由 于 ;最 多 有 mn 个 ,所 以 3hk6, 当 上 之 和 时 ,对 Vxj,1 一 0,*…*， 
mn, 
fx) EV, 
因 xie FI) 即 fi(xi)€ U0, 得 
fms) = fi)) € 1 MMU)., 
总 之 ;对 充分 大 的 ze Z*《 从 而 《充分 大 ), 就 有 
ftmCx)E VANTINU), 
即 
fvV)NU G. 

定义 ” 谱 分 解 定理 结论 (1) 中 所 描述 的 集合 9;(1 < i < 
称 为 f 的 基 集 . 

由 于 Q(f) 一 9( 太 ,又 了 的 基 集 9; 在 了 作用 下 不 变 , 从 而 
在 三 : 作用 下 不 变 , 所 以 人 7 与 上 有 祖 同 的 基 集 . 

取 整 数 ,使 # 是 谱 分 解 定理 中 所 有 wil 筷 i 和 ') 的 倍数 ， 
令 微分 同 胚 8 一 大， 则 

glXii: Xi > Xi SISn, lSi<s) 

都 是 拓扑 混合 的 . 

定义 设 2; 是 微分 同 凸 f:M -> M 的 基 集 ， 称 集合 
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W Qi) ~— ixE MIdF (Cx) 0) 一 0， 当 x 一 十 oo} 
与 

W*(0,)= {xE MIdf "(x),0) >0, 当 n> ++o0} 
为 9; 的 稳定 集 与 不 稳定 集 . 

命题 6.8 MM 是 紧 Rieman 流 形 , 微分 同 胚 f:M 一 M 的 非 
游荡 点 集 QCf) 有 基 集 分 解 : 


0(f)= U Q}s 


了 一 1 


则 
M 一 U W’(Q;), M = U W*( 0)), 
且 等 式 右 端 并 中 各 集合 互 不 相交 
证 明 ”因为 了 在 M 上 一 致 连续 ， 所 以 可 以 取 0; 的 开 邻 域 
Ui(j 一 1,.…,s), 使 当 i 冯 7 时 ， 
UNU= $$ 8 fAU)NU;= %. 
游 虑 Yr € M , 因 f 的 极限 点 集 LC(f)C8( 人 让, 所以， 
dCf"(x),Q(f)) 一 0 当 半 一 十 co。 
于 是 3NeZr, 当 2 人 N 时 
Fr) ee WU Di 


由 于 :天 了 时， 

1(U)NU;= $,， 
所 以 3h，1 生 二:, 使 当 wn 之 N 时 ，f*(x)e Uj;,。 于 是 xe 
WW《Q;,)， 即 有 


M 一 U W020;), 
因 Q;(1 记 js) 是 互 不 相交 闭 集 ,所 以 右 端 并 中 各 集合 互 不 相 
交 ， 同 理 可 得 男 一 等 式 , 目 
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第 七 章 ” 伪 轨 跟踪 与 Markov 分 割 


本 章 引 人 “ - 伪 轨 与 8 -跟踪 的 概念 。 它 们 与 局 部 乘积 结构 一 
样 也 是 我 们 研究 双 曲 集 性 质 时 常用 的 工具 . $1 中 我 们 用 它们 证 明 
Anosov 封闭 引 理 、 叶 层 结 构 定 理 与 公理 A 微分 同 胚 2 集 的 基本 
邻 域 定理 等 ;$2 中 证 明 公 理 和 A 微分 同 且 的 基 集 8, 有 Markov 分 
割 ;$3 中 通过 Markov 分 割 建 立 起 序列 空间 34 到 公理 A 微分 同 
胚 的 基 集 2, 的 对 应 ， 


$ 7.1 a- 伪 轨 、B- 跟 踪 


本 节 中 计 表 示 紧 Riemann 流 形 ，f: M 一 M 是 微分 同 耳 。 
定义 ” 称 M 中 一 点 列 {#1}?-。( 人 允许 a 一 一 co0，8 一 十 co) 
是 了 的 oe- 伪 轨 ,如 果 
ad(f(xi) rm) Za (oieb— 1). 
称 M 中 一 点 xp- 跟踪 oc- 伪 轨 {xi}?-。， 如 果 ， 
df (x) ,xi) 8 (iE6). 
显然 ，o- 伪 轨 {x;}f-。 可 能 不 是 任何 一 个 点 在 了 作用 下 的 一 
段 轨道 ,因为 其 中 任意 一 个 点 可 以 不 是 它 的 前 一 点 的 像 点 ,只 是 要 
求 两 者 之 间距 离 小 于 c。 如 果 点 * & M 的 一 段 轨道 {f(x)}?-。 
眼 踪 着 伪 轨 {xi}f-。， 且 fi(x) 对 x%(i 一 4a,"…,5b) 的 跟踪 距离 
小 于 8, 就 说 x 点 Pr 跟踪 【= 
定理 7.1 设 + 的 紧 双 曲 不 变 集 4 有 局 部 乘积 结构 ， 则 对 
V8 > 0，3e > 0， 使 得 4A 中 的 任 一 oe- 伪 轨 {xi}?-。 都 被 A 中 一 
点 * 所 8- 跟踪 。 
证 明 (1)》 对 于 任意 给 定 的 & > 0, 我 们 来 选取 一 个 正 数 
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因为 4 有 局 部 乘积 结构 ， & 是 给 定 正 数 ， 所 以 存在 > 0， 
se 必 1，5e(0, e)， 使 得 Vx, ye 4， 只 要 dlx,y) < 686， 就 有 唯 
一 一 点 
[x,y] = Wi(x) NN We (y) € A, 
并 且 
本 了 十 < 
其 中 %€ (0,1) 是 定理 6.3 的 推论 1 中 的 1。 
显然 ,对 Vz € 4， 有 关系 式 : 
[z,Wistz) NN Al = Wislz)N A 
与 
Wisl2) NN ACWS(z)N 4。 
由 稳定 流 形 族 的 连续 性 与 [，,*] 的 连续 性 ，3a > 0, 使 得 只 要 x， 
y€A，d(z,y) < a， 就 有 包含 关系 式 : 
[z Wiis) NAICW; (A)N A, (*) 
我 们 就 选取 如 上 的 正 数 a。 
(2) 对 (1) 中选 出 的 正 数 a， 考 碟 任 意 一 个 如 下 形式 的 a- 伪 
轨 ; 
{zo X19 "+ ,Xa} CEA, 
我 们 先 来 取 一 串 与 它 相应 的 点 {yos71,…*,y.}。 令 加 一 Xo; 然后 
归纳 地 定义 yt, 令 
人 一 [xrsfCyi1)1, k=1,.…,n. 
下 面 验证 和 有 意义 , 且 
yrE WECXi) NA, k= 0,1,.*,n, 
及 一 0 时 显然 结论 成 立 。 由 归纳 假设 yr,《 Wx4-1) 阁 4， 应 用 
定理 6.3 的 推论 1 得 知 
f(y41) € WisC(f xi) AN A. 
注意 dxf(x41)) 二 oe, 由 (1) 中 (*) 式 就 得 到 ye Wx)N 4. 
所 以 ,二 0, -… 和 时 结论 成 立 。 于 是 有 yx 4， 
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d(yr, xx)<6, k= 0,.…,m, 
男 一 方面 ,对 太一 1,…,n， 由 4 二 [xtsf(y4-:)] 得 知 
yr EE Welf yr)), 
从 而 对 了 一 1 三 (ye Wy4-i)， 其 中 


0; 一 yi we. 
i=1 
因为 1 所 以 
yO EW Ct- i)， j= 1,.……,K。 


取 点 y 二 人 "(ys,)&€ 4， 于 是 
fF EW C7) 


对 i 0,1,.… ,7 成立 。 从 而 对 t= 0,1,...,n 9 
dCf'(y), xi) SAF Cy) ,yi) + dyi, xi) 


即 点 y,8- 跟 院 c- 擅 轨 {xi}?=。 

(3) 对 4 中 形 如 {zij}-。 的 o- 擅 轨 , 若 虑 o- 擅 轨 {yi?=5, 其 
中 y; 一 xi+a，《2) 中 已 证 ,有 点 y€ 4，B8- 跟 踪 {yi}? 2, 显然 “一 
f(y)€ 4 就 6- 跟 踪 -人 擅 轨 {xi}-。。 

对 于 无 穷 伪 轨 , 先 取 PE (0,8), 对 8 , 30 > 一 0， 使 得 任 一 4 
中 的 有 限 a- 伪 轨 可 以 被 A 中 的 点 所 8- 跟 踪 . 设 {x;}?--。 是 一 无 
穷 a- 伪 轨 ， 于 是 对 Ym€ ZZ*+，{*i)?。-m 是 0- 伪 轨 ,从 而 可 由 点 
yn€ 4 所 8"- 跟 踪 ， 不 难看 出 点 集 {ym} & 4 的 任 一 极限 后 》E€ 4 
都 B- 跟 踪 {Ax}?--。。 

对 于 其 它 形式 的 无 穷 伪 轨 {x}? 或 {x:}*。， 同 理 可 证 得 . 民 

为 了 扩大 被 跟踪 的 伪 轨 的 范围 ， 并 且 给 出 眼 足 无 穷 伪 轨 的 点 
的 唯一 性 条 件 , 我 们 首先 介绍 可 扩 了 映射 ， 

定义 设 1 是 Riemann 流 形 M 上 的 同 腑 ， 称 了 关于 集合 4 
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在 M 上 是 可 扩 的 ,如 果 存 在 8。>0, 当 ye4，?6M，z 关 )》 时， 
存在 Ace 乙 ， 使 
alCft(x),f*(y)) 之 8， 

称 常数 8 为 了 关于 4 的 可 扩 常 数 。 

命题 7.2 若 4 是 微分 同 胚 了 的 紧 双 曲 集 , 则 了 关于 4 在 M 上 
是 可 扩 的 。 

证 明 若 不 然 ， 即 对 任意 小 的 6。 0, 存在 xEA4A，?e M， 
xX 关 》 使 

ad(f*(x) ,ft(y)) < 

对 YAEZ 成 立 ， 从 而 yEWi(x) 站 Ws(x)。 由 命题 6.4,[:,*] 
有 唯一 性 , 所 以 了 一 {x,x] 一 x。 这 与 假设 矛盾 。 

总理 7.3 设 寺 的 紧 双 曲 不 变 集 4 有 局 部 乘积 结构 ， 则 对 
Vp8>0,， ac>0 及 4 的 开 邻 域 Ia 使 Zi 中 任 一 无 穷 坟 伪 轨 
{zi}>。 被 4 中 一 点 x 所 8- 跟 队 。 如 果 s 为 了 关于 4 的 可 扩 党 数 ， 


f < 了 了， 则 8- 跟踪 伪 轨 {xj}>。 的 点 是 唯一 的 。 


证 明 由 定理 7.1， 对 全 ,存在 me(0, 人 小 合 4 中 任 一 ai- 
伪 轨 可 以 被 A 中 一 个 点 所 二 -跟踪 。 对 于 各 > 0, 由 了 在 紧 流 形 
M 上 的 一 致 连续 性 ,存在 oe ( 0, 包 ), 使 当 wz€ M，d(1,2) 之 
本 

Af) 1)) < 各. 


我 们 取 4 的 开 邻 域 
Us {xé MldCx,A) < 0o}, 
于 是 对 VxeUi，356E4 使 


d(x,x) aoa- 3 dfCx) ,f(x)) < 子 
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这 样 一 来 ,Vs 中 的 任 一 所 - 伪 轨 {z}>。 都 可 按 上 述 对 应 方法 得 到 
4 中 一 个 点 列 地) wp 点 列 二 }>。 是 4 中 的 mm -的 轨 , 记 
以 被 某 一 点 yeE A 所 全 - 眼 踪 . 于 是 
ad(fiCy) ,x;) < alCf'(y) Xi) 十 d(x;, xi) < Bs, 

即 04 中 属 !- 伪 轨 {x}*。 被 点 ?< 4 所 6- 限 踪 。 

和 也 8- 跟 踪 伪 轨 {wi}*。, 则 由 f 的 可 扩 常 数 8 > 28 得 
知 x 一 y, 即 8 过 7 时 ，p- 眼 踪 无 穷 伪 轨 的 点 是 唯一 的 。 量 

定理 7.1 与 7.3 中 的 双 曲 不 变 集 可 以 是 Anosov 微分 同 胚 f 
作用 下 的 全 流 形 M， 也 可 以 是 公理 A 微分 同 胚 了 的 非 游荡 点 集 
0Q(f) 或 基 集 0;, 因为 它们 都 有 局 部 乘积 结构 。 事 实 上 ,今后 也 只 
对 这 几 种 集合 使 用 定理 7.1 与 7.3. 

在 证 明 Anosov 封闭 引 理 之 前 先 证 明 它 的 一 个 引 理 。 这 个 引 
理 是 定理 7.1 与 7.3 的 一 个 推论 ， 

引 理 设 / 的 紧 双 曲 集 4 有 局 部 乘积 结构 ， 则 对 V8 > 0， 
2 一 了 (es 是 j 对 4 的 可 扩 常数 )，3aa > 0， 使 得 如 果 x€ 4, 对 
某 n€E Zt+，d(f"(x),x) <ac， 则 有 点 之 E4 满足 

df fz) <6，0< 委 和 2 一 1， 

且 f(r) = x 

证 明 对 Vie Z, 令 %j 一 f(x) ,其 中 满足 0 志和 n 一 1， 
一 1《(modn)， 寻 有 x;4s 一 《+， 对 一 切 i， 则 {xi} > 为 A 中 的 
o- 伪 轨 。 由 定理 7.1， 存 在 Ye 4，p- 眼 踪 {x))*。 因 {x}?。 是 
4 周期 的 ,所 以 fr(r)e4 也 8- 跟踪 {x;}*。 由 定理 7.3 中 唯一 
性 得 fr(x) 一 x 是 

定理 7.4 (Anosov 封闭 引 理 ) 若 j 是 Anosov 微分 同 胚 ， 
则 了 是 公理 A 微 分 同 胚 。 


。168。 


证 明 比较 Anosov 微分 同 胚 与 公 玛 A 微 分 同 胚 的 定义 可 
知 ,只 需 证 明 f 的 周期 点 集 PC) 在 8(f) 中 秽 即 可 ， 


对 于 正 数 8， 8 < 二 (8 是 f 关于 M 的 可 扩 常数 ), 按 引 理 选取 


0 二 8B。 设 yE 8( 闪 ,考虑 点 7 的 8 邻 域 中 》 的 一 个 直径 < ax 的 邻 
域 7。 由 非 游荡 点 的 定义 ,存在 点 x* EM 与 n€ 必 1， 使 得 
d(x,y) <p, dlf*(x),x) < a, 
由 引 理 得 一 # 周期 点 x ,使 
d(x, x ) < Bp. 
于 是 ,周期 点 x 使 
d(x ,y) dx ,x) +t d(x,y) < 28。 

因 8 任意 小 ,定理 得 证 。 是 

定理 7.5〈 叶 层 结构 ) 设 89; 为 公理 A 微分 同 有 是 f 的 基 集 ， 
则 W'(Q;),W“(98;) 有 时 层 分 解 , 即 


W'(0;)) 一 \) WiCx), W*(07)) =— VU Wr"(x), 
*€0; sé€0Q) 
证 明 我 们 来 证 前 一 式 ,显然 只 需 证 
W’'(0;) C Wi'(x), 
x€ 0 


考虑 Vy EW'(9;), 即 f(y) 一 9i, 当 mn 王 十 0, 于 是 3N € 
2Q+， 使 {tP(D CEoi， 其 中 Ug; 是 8; 的 开 邻 域 ， 满 足 定 理 
7.3 的 条 件 ， 

将 正 半 轨道 {f*(y)}*” 看 作 是 半 无 穷 a- 伪 轨 (lu 是 任意 正 
数 )。 由 定理 7.3 知 , 存在 x& Q;,* 点 8- 跟踪 {Cy)}#。 所 以 
六 (De WIG*CX)) ,A 从 而 f(y) EW' (JYx)), 于 是 y €E W'(%), 
前 一 等 式 得 证 . 

同 理 可 得 另 一 等 式 . 时 

为 方便 起 见 , 我 们 对 常数 8,8,a,Y 作 下 列 约定 : 

(1) 常数 8 小 于 f 关 十 亿 合 的 可 扩 荫 数 ; 
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(2) pe; 


(3) a<=p, 对 于 中 任 一 a- 伪 轨 ， 3x€ 0, 2 点 0- 跟踪 此 


o~ 伪 轨 ，; 


(4) 7 一 一 ,使 得 当 x,y€ M, d(x,y) <7 时 ， 


al(f(x), 1(7)) = 于 


定理 7.6 《基本 邻 域 定理 ) 若 1 是 公理 A 微 分 同 有 是， 则 存在 


Q(f) 的 邻 域 吕 ,使 得 
几 PC) ~ 0(f), 
ne€Z 
证 明 车 9(f)cU, 则 对 Yne 2Z， 
oD = FCOCN) CPU), 
所 六 
NM PCZ)22Cn。 
力 E 也 


为 证 反 的 包含 关系 ,我 们 取 
U= {yé Mld(y,0) <7}, 


设 点 ye [| fr(V)。 显然 对 Vie Z， 
neZ 


foe (FV cD. 


nteZ 
对 任 一 i€ ZZ, 取 Yi:€ 0, 使 
dCFC ,x;) <7, 
从 而 {xi}*。C8 是 w- 伪 轨 。 这 是 因为 


d(flx;),xin) 过 d(Cflxi),f'*(y)) 十 dlf'tiCy) xi 


< 了 +7Y<w 


于 是 3xeQ@，b8- 眼 踪 {x*;}*。 由 此 得 到 ,对 Vi€ 2， 
d(f'(y) sf Cx)) SAF Cy) x) + dx f(x)) 
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<7 十 8 一 es。 
此 得 知 y& 8, 即 有 反 的 包含 关系 : 


Nr)cod. 
neEZ 


注 1: 显然 可 以 将 定理 中 的 8(f) 换 成 f 的 任 一 基 集 9i。 
注 2: 由 定理 证 明 可 见 , 凡 yc9, 则 34& ZZ ,使 
d(ft(y),0) 7, 
即 8， 则 其 轨道 上 至 少 有 一 点 与 8 的 距离 大 于 Y。 我 们 也 将 此 
性 质 看 作 是 f 关于 0" 整体 的 ”可 扩 性 , 
对 于 公理 A 微分 同 胚 的 基 集 9;, 记 
Wi(Qi) = [) WiC#), WI(O0)) = UY W(x), 


xeE 了 i ED; 


定理 7.7 对 vs > 0, 习 基 集 0; 的 邻 域 0;， 使 
Nriv cwio), (RUNDECWECO), 


>0 20 
证 明 方法 与 定理 7.6 的 证 明 类 似 ， 
取 2; 的 邻 域 


U;= {yé Mild(y,9;) < 7}, 
落 ?E 后 fr*(U;), 则 对 vi 之 0， f(y)e Di 于 是 3xi € Q;, 使 
A>0 
dCFCy) <7Y， 从 而 fojt ”是 8; 中 的 o- 伪 轨 。 因此 ， 存 在 
xz6E GOi，p8- 距 踪 【xi 。 
注意 对 Vi 之 0, 有 
dCFi(y) FOOD SAF Cy) x) + dx f' Cx)) 
<Y 十 6 一 85 
护 以 ye Ws (x)。 妇 有 
门 六 (DSS U wi) 
*E OQ 


*>0 
另 一 关系 式 可 以 类 似 地 得 到 ,四 
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注 ; 由 定理 7.7 的 两 个 关系 式 立 刻 得 到 : 
人 FCU) EWIONN WwW: (0;). 
车 ye WAQ87) 站 WC98;)， 则 
yEWix) NN WI(z), x,x€Q;, 
于 是 y 一 [x, x]， 因 为 8; 有 局 部 冬 积 结构 ， 对 充分 小 的 8，y€ 
Qi;, 所 以 
MN FV) EO, 


A€Z 


立刻 得 到 定理 7.6 的 结果 ， 
47.2 Markov 分 割 


Markov 分 割 是 将 基 集 8; 分 割 为 有 限 个 内 部 不 相交 的 “ 矩 
形 ”。 这 些 矩 形 在 了 的 作用 下 ,不 稳定 流 形 方 向 ”被 “ 拉 - 和 ”， 长 到 
覆盖 住 它 的 像 所 在 的 矩形 的 相应 方向 而 “稳定 流 形 方向 ”被 “ 压 
缩 ”, 缩 到 被 它 的 像 所 在 的 矩形 的 相应 方向 所 覆盖。 本 站 中 给 出 
Markov 分 割 的 定义 ;证明 公 理 A 微 分 同 胚 的 基 集 8; 可 以 作 Mar- 
kov 分 割 ， 

定义 ” 称 集合 RCO 为 一 矩形 ， 如 果 它 的 直径 很 小 ， 又 当 
x,y€ER 时 有 {x,yl€ RR. 

称 矩 形 KR 为 正规 的 ,如 果 R 是 闭 的 ,并 且 ,R 一 intR (intR 是 
指 尺 作 为 8; 的 子 集 的 内 部 ). 

以 下 对 Vx € R， 采 用 符号 : 

Wx,R)= WX NR, Wx,R) = We(x)fR, 
其 中 8 很 小 (例如 ,小 于 了 关于 2; 的 可 扩 和 常数 ), 而 RR 的 直径 又 女 


8B。 


引 理 1 若 R 为 年 形 , 则 intR，R 也 都 是 矩形 ， 
证 明 设 x,y€intR, 令 zx 二 [x,y], 由 和 矩形 定义 zE R， 需 
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要 证 明 x eintR。 为 此 考虑 充分 接近 的 x € 9i, 注 惩 
[z,x] =— x€intR, [y,z] = y€ intR. 
由 [*,*] 的 连续 性 与 2 有 局 部 乘积 结构 ， 当 x € 0; 充分 接近 
z 时 就 有 
[z’,x],[y,z 1€ R. 
于 是 
=|[[z,x],[y,2 J]]E€R. 
即 z€ intR。 所 以 int R 是 矩形 。 不 难 由 [.,] 的 连续 性 得 知 丸 
也 是 矩形。 是 

引 理 2 设 R 是 一 矩形 , 则 对 VYx€ R, 有 

(1) R= [W*(x, R), W’(x,R)]; 

(2) intR = [intW’*(x, R), intW’(x, R)!]1; 

(3) 3R 一 [OW’(x,R), W'Cx,R)]ULW’Cx,R), dW'(x, 
R)]。 其 中 6R 是 R 作 为 8; 的 子 集 的 边界 ; W "x,R),W'(x,R) 
的 内 部 或 边界 分 别 指 它们 作为 W(x) 站 8;，Wilx) 门 8; 的 子 集 
的 内 部 或 边界 . 

证 明 〈1) 对 于 x€ R, 因 W"(x,R),，W'(x, R)CR， 由 矩 
形 定义 

[W*(x, R),W'(x, R)]CR. 
反之 ,对 Vy€ R， 由 和 矩形 定义 
[ysxlEW"(x,R),[x,yl EW’'(x, R), 
注意 一 [[y,*],[x,y]]， 所 以 
y€ [Wr"(x,R),W'(x, R)]. 


于 是 
ROE[W’(x, R),W’(x, R)]. 
《2) 由 命题 6.4 的 推论 2, 得 
intROLintW Cx, R),intW'(x, R)]1。 
为 证 反 的 包含 关系 ,考虑 任 一 点 y€ intR, 证明 
“= [y,x] EintW "(x, R), 
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x — [x,y]l EintW'(r, R) 
即 可 。 
取 点 2 Ws (x1) 们 Q;， 内 要 与 和 充分 接近 ,由 [，,*'] 的 连 
续 性 ， y1 兰 [xz 接近 一 [mxz], 于 是 y1€ R, 由 此 得 知 


Wi:(x, R) 


| [3 
-a 


m= [rx = [xi,sr],x] = [y, Ly,x]] 
= [yr] EW (x)N R= W’"(x,R), 
即 ze intW*《x,R). 同 理 可 得 ze intW'(x,R)。 
(3) 因为 RR 是 矩形 ,由 (1) 
R= {WwW’(Czx,R),W’(x,R)], 
不 难看 出 ， 
W"(x,R) = OW"(x, R}UintW’(x,R); 
Wi’'(x,R) = OW'(x, R)UintW'(x, R), 
所 以 
R= [OW*Cx, R)UintW "(x, R),W’'(x,R)] 
UEW"(Cx,R), OW'Cx, R)UiniW'(x, R)], 
从 而 ,由 (2) 得 
OR 一 RNintR = R\[intW (x, R),intW’(x, R)] 
一 [owW*(x,R),W'(x,R)] UIW"Cx,R),0W'(x, R)].E 
引 理 3 设 怀 为 闭 和 矩形 , 则 
DR = O'R UO*R, 
其 中 
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有 RE 三 人 eeRRixcint xy R)}, 
oO*R= {rE RIxEintW’'(x, R)}。 

证 明 设 xéeR. 

(a) OR URCOR, 

设 xceR， 即 xeint R, 则 int R 是 x 在 0Q; 中 的 邻 域 , 从 而 
int RN We (x) 由 8; 是 x 在 Ws (x) 几 Qi; 中 的 邻 域 ,区 >eint 
W*(x,R)，xeE0'R，。 同 理 ，xEQ*R。 总 之 xED:RUorR。 

(b) RCHR UR, 

设 xE6'RUoO*R, BI xEintWr*(x,R), HH xeint Wi'(x,R). 
为 证 x€ int R， 考 菩 76 Q;, 7 充分 接近 x。 首先 

[x,y] € Wi(x) (NO;, [y,x] € Ws (x) 9;, 
再 注意 
[xsx] € intW’'(x, R), [x,x]€intW "(x, R), 
由 映射 [*,* ] 连 续 , 所 以 只 要 》 充分 接近 *， 就 有 
[x,yl EW'Cx,R), ([y,rl EW"(x,R),. 
从 而 [x，y],[y,x]€ R， 于 是 由 R 是 矩形 得 知 
一 [ly,x],[x,y]je R, 

总 之 , 若 y€ 9;, 》 充 分 接近 x, 就 有 y6 R， 所 以 x €int R， 
xEhR。 昌 

引 理 4 设 R 为 闭 矩 形 , 虽 对 任意 meR, 有 

O'R = [OW’(x, R),W’'Cxo, R)]; 
"R= [Wr*(xo,R),W'(x, R)], 
证 明 我 们 证 明 第 一 个 等 式 ， 先 证 “ 汪 " 关 系 。 
设 y€ [OW*(xo, R), WxosR)]， 0 
y= [au,s], uEAW"(xo, R), vEW'(xo, R), 
于 是 y€E Wt (v) 丫 R( 见 图 7.2), 

若 y EintW"《y,R), 则 任意 ye Ws (y) 间 8;, 只 要 yy 在 》 附 
近 就 也 有 y EW*(y,R). 

考虑 zx 附近 的 wE Wi《z0) 站 8;.。 显然 
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WCGxzo,R) 


‘= [Ew ,vl EW: (yy) NO;. 

在 点 》 一 [wz] 的 附近 。 所 以 ,，y EW "Cy,R)。 

由 此 ， 

uo=[u,xl = [u,v],xol ~— [y ,xo] 
EW:(x)NR= Wr(n, R). 

即 weintW*(x%o,， R)。 这 与 x€ 6W*(xo, R) 矛盾 。 所 以 y€ 
intW*(y,R),，y€ 0'R.“ 沪 ”成 立 。 

再 证 “C ”关系 ， 若 yE6R, 即 y€E R, ytintW*(y,R), 令 

v= [xy] EW'(xoR), = [yr] EW’"(xo, R), 

如 果 we€ intWV*Cxo,RD), 则 任意 w EE W(xo) 站 0;， 只 要 w 充分 接 
近 w, 就 有 w EW*(xo,R)， 

对 于 一 切 充分 接近 了 的 yy EW) 人 人间;, 点 

[y’ ,Xo0] € WY Cx0) (0;, 

且 在 点 4 一 [yzo] 附近 ， 所 以 点 [y ,xol]€ W(xo,R)。 由 此 得 
知 

y = [{y,y}= [ly ,rol,y] EW NR = WCy,R), 
好 y€intW*《(y，R)， 这 与 已 设 巴 盾 。 所 以 utintW*(xo,R)， 但 
u€ W(xo, R), 所 以 w € 6W "(xo, R). 

总 之 , 若 ye€ HR 则 

y= [u,v], ak0 了 (xzoR)，2e 了 村 (myR、。 

只 “CC 关系 成 立 。 量 

定义 基 集 9 的 Markov 分 割 是 0 的 一 个 由 有 限 个 正规 甜 
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形 组 成 的 获 盖 家 一 {R Rn: 满足 以 下 两 个 条 性 
(1) 当 i 闫 7 时 ，intRimint Ri 一 节 ; 
《2) 当 xeint R, f(x) € int R; 时 ,有 
HAW"(Cx, Ri))IOW"(fx), Rj), 
HWi'(Cx, RCW'fx), Rj). 


Ry 
一 一 ~ 了 一 7 
1 一 | 
wr 一 fo | 
LL___LJ 
图 7.3 
例 前 面 讨论 过 T? 上 的 双 曲 环 面 自 同 构 4, 它 是 公理 A 微分 


同 卡 ,以 TT 为 基 集 ，, 
作 抑 形 Ri 与 R 如 图 7.4。 其 中 8, 分 别 是 相应 于 4 的 特征 
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值 4 > 1，%& (0,1) 的 单位 特征 向 量 , 《上 mn。08,0D 平行 于 
$5OC ,OF 平行 于 ”, 
Il0Ccl= 10.DI|,， 10E| = |10,81. 

不 难 计算 得 4CR,) 是 矩形 OFGH, 其 中 

10Fi = 2108| + 10D|, 10G! = I0C!— 10E|. 
A(R,) 是 矩形 OI1JK， 其 中 

101 = ij0B8| + 10D|, 107| = 2|1081— |10cl. 

注意 到 ,对 Vx € T?, 它 的 不 稳定 流 形 W*(x) 与 稳定 流 形 W'(x)， 
当 展开 了 TT? 为 RR 之 后 分 别 是 过 点 * 平行 于 $ 与 ”的 直线 .不 难 检 
验 ， 统 一 {R1,R,} 是 基 集 三 的 一 个 Markov 分 割 ， 

定理 7.8 设 8 是 公理 A 微分 同 还 f 的 基 集 , 则 上 有 直径 任意 
小 的 Markov 分 割 .到 存在， 

证 明 证 明 是 构造 性 的 ， 分 三 个 大 步骤 进行 。 证 明 中 一 些 相 
对 独立 的 性 质 作 为 命题 , 放 在 定理 的 证 明之 后 来 检验 。 

首先 , 先 作 出 2 的 一 个 抢 形 履 广 {T,}. 

常数 eg,a,y 如 定理 7.6 之 前 所 述 . 

令 P 一 {b pb) 为 紧 集 2 中 的 一 个 有 限 > 称 密 网 。 考 碟 
一 切 形 如 


a 人 090 
(其 中 96P， 对 Vie 民 ) 的 元 素 作成 的 序列 空间 允 的 一 个 子 集 
Er) = {qa€ 31df(qi)s9i4) Say 对 Vie Z}. 
我 们 令 > x ” 上 窍 阵 4 的 2 行 了 列 元 素 4ii 为 
了 下 当 df(p), pi) < 0 
" 0， 当 ad(f(pi), pi) 之 oa, 
令 集合 一 {1,2,……,r}、 显 然 Ca) 相当 于 第 二 章 $1 讽 8 中 
在 上 以 4 为 转移 矩阵 的 序列 空间 34， 因 为 34 是 上 的 序列 
空间 的 紧 子 空间 ,所 以 (l(a) 是 的 闭 子 集 。 
对 Yq € 8Co)，4 一 {9:}*。 是 9 中 的 一 个 o 擅 轨 ， 由 定理 
7.3, 存 在 唯一 一 点 0(9)&《 2. 它 信 跟 除 4， 如 此 得 到 的 碳 射 9: 
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2(a) 一 8 足 满 映 的 .连续 的 ,但 是 不 童 (命题 Ci))， 
如 果 gg E35(n)， 有 关系 go 一 40 则 令 99 对 应 到 gq*€ 
2(0), 


2 一 但 当 了 之 0， 
qj» 当 了 < 0。 
我 们 将 q* 记 作 [9,9]， 即 q* 一 [gyd]。 如 此 定义 的 3Ca) 中 
的 [. ，，] 与 9 中 的 [。,。] 有 以 下 关系 : 

(1) 0([q,41)— [0(g),0(4g)], 

(2) f(6(4q)) = 0(0(q)), 
其 中 《olq)); 一 qh 对 VieZ (命题 (ji))。 

令 集合 

T, = {0(q)¢e Qlg€ SC0), gp}, s—1,..,7. 

因为 6 是 满 映 的 ,所 以 {T,，: 一 1,.…*,r+} 是 8 的 一 个 覆盖 ， 不 
难 验证 (命题 (iii)) T, 是 闭 矩 形 ,并 且 满 吓 Markov 分 割 定义 中 
所 要 求 的 条 件 (2)， 因 为 9 不单, 所 以 显然 得 不 到 47,} 满足 定义 
中 的 条 件 (1). 

其 次 , 进一步 分 割 {7,}， 得 到 2 的 一 个 有 限 个 正规 矩形 组 成 
的 覆盖 经。 

令 了 一 {1T1,'……,T,} 是 矩形 为 元 素 的 集合 。 对 Vx€ 0， 
考虑 .2 的 子 集 


2 (x)= {TE TF jrET),}, 

即 所 有 包含 点 * 的 矩形 作成 的 集合 。 再 定义 2 的 另 一 个 子 集 

Fo 一 {Te2F TD 关东 ,对 某 个 Tj€ Ce)}， 
即 所 有 与 (x) 中 的 矩形 相交 的 矩形 的 集合 。 显 然 

F*(r) DF (x). 
定义 @ 的 子 集 2* 如 下 ， 
Z*+— {rE OIWIOONTTI = $, OnNacT = 
对 一 切 Ti EF +*(x)}, 

到 QZ*x 中 的 点 , 其 8 稳定 (不 稳定 ) 流 形 与 一 切 了 了 *(x》 中 的 矩形 
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到 的 边界 3:TiC6*TR) 不 交 。 用 类 似 于 引 理 3 的 证 朋 方 法 可 以 注 
明 Zr 是 2 中 的 开 稠 集 。 

我 们 来 进一步 分 割 了. 若 Ti; 几 Th 关 $B, 则 按 Ti 将 7 分 出 
为 以 下 四 个 子 集 ( 见 图 7.5)。 


图 7.5 


Ti {xE TNW(x TNTE FG, Wx, TNTIA H}, 

Ti = {x€ETIW(z TNT 8 W(x, TNTLF 8}, 

Tt= {rETIIW'Cx TNT FG, Wx, TNTL = %}, 

Th 一 {x€ TilW’Cx, TD = $$, Wx, T)NT1= $1). 
显然 它们 互 不 相交 ,并 集 是 Ti 其 中 Ti 一 Tj; 几 Tx。 又 不 难 验证 
《命题 (iv)) TICn 一 1,.…*,4) 是 矩形 , 日 当 x€ TY x€2* 
时 必 有 xe intT? 《由 引 理 1，intT? 也 是 矩形 ). 

对 于 点 xe 2Z*, 令 集合 


RE) = {intTHi, rE TH}. 
了 天 


为 矩形 之 交 是 矩形 ,所 以 R(x) 是 包含 着 点 * 的 开 逢 形 。 并 且 
《命题 (v)), 若 76 Zr， 则 
R(x)NRGY) 一 8 或 R(x) 一 R(y)， 
因为 {T,} 是 有 限 个 ， 所 以 Ti 总 共 也 只 有 有 限 个 ， 从 而 
R(x);x€Z*, 特 别 是 其 中 互 不 相同 的 R(x) 也 只 有 有 限 个 , 设 为 
mn 个 ， 令 


下 一 {R(x), XE Z} = {Ri,** ,Rn}, 
因为 R(x) 是 有 限 个 开 和 矩形 int T}. 之 交 , 所 以 
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及 (oONRCDJC UT. 
于 是 有 CeNR(x*) 在 人 Q 中 无 内 点 ，int RCx) 一 RCx)， 也 就 是 有 
int R(x) = R(xY. 

即 R(x) 是 正规 矩形 。 

因为 2* 在 9 中 稠 ， 所 以 家 是 2 的 一 个 由 有 限 个 正规 矩形 
组 成 的 覆盖 正规 矩形 的 直径 委 26 (IT, 的 直径 由 定义 可 见 是 私 
28 的 ) 而 6 可 以 取得 生意 小 , 

第 三 , 多 是 8 的 一 个 Markov 分 割 ， 


因为 Ri 一 Rs) (i 一 1,…,m),， R(x;) 互 不 相同 ,由 命题 
(Yi), 当 i 关 7 时 ， 
int Rf intR; = R(X) R(x;) =— $8, 
好 鹏 满足 Markov 分 割 的 条 件 (1)。 下 面 来 检验 史 还 满 所 条件 
(2)。 为 此 先 证 明 以 下 结论 (命题 (vi)): 若 xsye Ze 人 广 (Zax)， 
y€ Wi(x) 且 R(x) ~ R(y), 则 有 
ROCK)) = ROCFCY)). 
显然 以 上 结论 也 可 以 叙述 如 下 ; 若 xe Z*Nf AZ*)， 则 当 
yEW'(x, R(X)), HB ye Z*Nf (ZL*) 时 ， 
f(y) €E Wi(f(x), ROFCx))). 
也 就 是 说 ,有 以 下 关系 式 : 
fCW'Cxs ROCION ZN LE EWE RO C*) 
将 以 上 (*) 关系 式 与 Markov 分 割 的 条 件 (2) 中 的 第 二 式 相 
比较 ,余下 的 工作 是 取消 (*) 关系 式 中 关于 点 属于 Z* 几 12*) 
的 限制 ,并 且 改 矩形 R(x) ,RCHz)) 为 正规 矩形 Ri,Ri. 
由 ZZ* 的 定义 ， 集 合 W'《(x, R(x))NZ*NfKZ*) 是 集合 
本 :xz RCz)) 中 的 开 稠 集 ( 都 作为 Wi(x) 几 9 的 子 集 )。 于 是 由 
(*) 式 与 f 的 连续 性 得 到 : 


CW’ Cx, RI) EWI), RAFCY))). C#*) 
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设 int RN 站 fCint R7) 天 8 ,出 int R; 门 站 (int R;) 是 开 集 ， 

所 以 存在 *e Zrx 站 六 (2Q*) (8 中 的 开 铬 集 )， 
rE€int RN Gint R;). 
于 是 x Eint R;,f(x) € int R;, 就 有 
Rx) = Ri, ROf(x)) = Rj. 
对 任 一 点 x & Ri f(RD 显然 有 
W(x,R)— {lx ,yl,yE W(x, R)}. 

于 是 

AW'x’, Ri)) = {fx ),f10)], yE W(x, Ri)}. 
应 用 (**) 式 得 到 

FAWi'Cx ,Ri))C{Hx), zs] ,2 € WFCx), Ri)} 
一 Wf(Cx), Ri), 

所 以 Markov 分 割 定义 中 条 件 (2) 的 第 二 式 成 立 。 

可 以 类 似 地 证 明 第 一 式 成 立 ， 所 以 统 是 Markov 分 割 . 时 

命题 (i) 映射 6:3(a) 一 0 是 潢 映 的 ,连续 的 但 是 不 单 。 

证 明 对 Vx€ 0， 考 虑 {F(z)} eeQ@。 因 为 了 是 2 中 的 7 
黎 密 网 ,所 以 对 Vie Z, 可 以 找到 geP 使 

d(gi,f'(x)) 一 7。 

由 7 与 o 的 选取 方法 ，{9;}>。 是 8 中 一 0o- 伪 轨 。 4 一 {91} 2% € 
Zl(a)， 因 为 7 二 8, 所 以 6(4) 一 x 映射 6:3(a) 一 是 满 映 
的 . 

由 于 9 中 的 点 并 非 唯一 地 被 有 限 7 稠密 网 中 的 点 7 接近， 所 
以 按 以 上 方法 得 到 的 Y 可 能 不 只 有 一 个 , 即 映射 6 不 单一 。 

若 6 在 4 一 {9}*。 处 不 连续 , 则 3 >0 与 一 串 7 ec)， 
六 一 1,2,……，, 满 足 9 一 9;, 当 由 志和 N, 但 是 对 NN 一 1,2,.…， 
d(0(g"),0(4)) > 了 

我 们 记 9(g) 一 +，9(q") 一 zw (N 一 1,2,*…*), 又 无 妨 设 
六 一 十 oo 时 xy 一 y。 由 于 d(xwsx) 二 四 所 以 dy,*) 之 
即 》 六 x。 
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因为 x 点 8- 跟踪 gsx™ 点 8- 上 跟踪 4 ,于 是 ,对 VANE +， 当 
is 和 时 ， 
dOfiCxw) f(x)) 和 CCFCxw) GD 十 人 GD) < 28. 


d(fi(y) ,fix)) E28 Le, 对 Vit 2 


注意 其 中 s 是 1 关于 8 的 可 扩 常 数 ,这 与 x 关 》 矛盾 。 所 以 映射 
0.3(a) 一 0 连续 . 目 

命题 Gi) (1) 6(fq,g])= [0(4g),0(4 7]; 

(2) fC(0(q)) 一 0Ca(g))， 其 中 (0(q)); 一 Gin 

证 明 (1) 令 4%# = [dg 的 , 因 6(4g*),8(q), 6(q ) 分 别 Pr 
跟踪 g*, g, 4 ,又 j 关 0 时 一 gj 所 0 时 9 一 9;， 所 
以 , 当 7 了 宇 0 时 ， 

d(fiCO( gq*)), fi(0(g))) 
dfi(O(g*)), 4) + dg;,f 09))) < 28, 

7 了 和 0 时 ， 


d(fi(O(qg*)), PC8( ))) < 28, 
即 有 
O(g*)€E WisCOCg)N Wis0C4g)). 
又 
d(O(g),0(4)) < Ad0(g),90) + dl qo, 9009)) < 28, 
当 有 充分 小 时 ,有 唯一 性 ,所 以 
6(Ly,d]) 一 560d*) = [0(g),8(49)], 
(2) 因为 6(q)，8- 限 踪 4 一 (9 中 > 又 注意 
dCfif(0Cg)), Colq))i) 一 太后 (CC qi41), 
所 以 K68Cz)7) 6p- 跟 踪 oCq)， 即 
/(0(g)) = 0(0(g)). 
命题 〈iii) 7T, 是 闭 和 矩形 ， 并 且 满 足 Markov 分 割 定义 中 的 
条 件 (2)， 
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证 明 (1) 了 ,是 闭 窍 形 。 
由 了 ,的 定义 ,7 , 的 直径 专 286， 
取 xx €T,, 则 存在 gd 9 一 外 一 六 使 zx 一 0)，Y 一 
-6(d 7)。 于 是 由 命题 〈ii) 得 知 
[x,x] = [0(g),0(g)] = 0([g,g 1) = 0(g*). 

因 9 一 94 一 p, 所 以 9(q*)eET,, 即 [xx]eT，7, 是 矩形 。 

因为 集合 {9€E 3(n)1qo 一 p,} 是 2《a) 中 的 紧 、 闭 子 集 ,T, 是 
它 在 6 下 的 像 , 9 连续 , 所 以 T, 是 8 中 的 闭 子 集 。 总 之 ，7T, 是 闭 
算 形 . 

(2》 若 x*€ T,，f(x) eT,， 我 们 来 验证 

IW’'Cx,T)) CCW), T,) 


fCW*(x, TOW"(fCx), T,), 
因 f(0(g)) 一 90(r(q)), 故 若 9(q) 一 x, 则 f(x) 一 9(0(g))， 
现 有 xET,, f(x)€ T,, 所 以 3q9， 使 
0(g)=x, go—p qh— Pp 
设 yEW'(zxz,，T,) 一 Wilx) NT,。 则 f(y)ET,。 这 是 
因为 ,由 yET, 得 
》 一 (7 )， 4 一 名 《一 9)。 
由 y€Wi(x) 得 
y= [x,y] = [0(4q),0(g )] ~ 0([g,4 1), 
故 
1(y) = f(b[q,g 1) =— 9(olg,4 1), 
注意 
(olg,g 1) = ([g,g 1) = 4 = Pp 
所 以 确 有 f(y) € TT,。 
同时 ,由 ye Wilx) 得 知 Fe W(x))。 含 起来, 就 得 到 
fly) EWANT, = Wr), T,), 
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内 


邑 有 有 几 一 个 关系 式 ; 
| HW'Cx,T)) EW , T), 
对 于 映射 ,在 点 y 一 f(x) ET,, fy) eT 应 用 上 式 ,就 得 到 
fF Wy TECWF CYy), T,),. 
这 就 是 第 二 式 关系 式 
大 机 “xz TOW T). 
命题 (iv) TF,i(n 一 1,.…,4) 是 矩形 , 且 当 xcT7，xEe 
ZZ* 时 必 有 xeint TY i。 
证 明 首先 了? 的 直径 专 T; 的 直径 所 28， 从 而 很 小 。 车 
zyE TP 则 x,y ETi, z 一 [x,y]€ Ti， 因 28 《8, 政 
Wz,T) = Wx TH Wz,T)) = Wy, TH). 
所 以 z 一 [x,y] 与 *,y》 属于 同一 个 TY ,1, 即 TY 是 矩形 ， 
为 证 后 一 结论 , 先 注意 ,由 设 有 x& int Ti, 从 而 有 
xr€EintW'(x,T;), xEintW'"(xr,T;). 
只 需 再 证 ,存在 * 在 《x,7T;) 中 的 邻 域 # ,x 在 W*《x,T;) 中 
的 邻 域 性 ， 使 得 Vx Ew ， 有 W(x Ti) 与 Wx, Ti) 同时 与 
7 7 和 交 < 或 不 相交 ;Vx EW， 有 Wx 了 Tj) 与 W(x,，T;) 同时 
T; 相交 或 不 交 《因为 由 此 立刻 得 知 * 在 0 中 的 令 域 Y= 
LTy ， 即 xe intT? 1). 
若 Wx,Ti)NTk 一 8 , 则 由 于 等 式 左 端 两 集合 皆 闲 , 邻 域 
xz 的 存在 显然 
若 W*(xr,T)NTi 关 8B, 凤 3yEW"《(x，Tj),，yéETh， 因 
为 x€E2Q*, PD ye intW'Cy ,TR). 
令 


a = {fxsy ly EintW’(y, Ti} Nint T,, 
x 即 满足 要 求 。 因 为 ,对 Vx ex， 
[yx 一 [yy [zy 一 [yo 一 einty 7， TOCTE, 
另 一 方面 ,由 yxze Ti 知 
[yr] = yy EWC(x NT; = Wx ,T;). 
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图 7.6 


所 以 W(x 站 用 下 天 区， 总 之 ， 对 Vx EWH，W*(x ,Tj;) 与 
Wx,T;) 同时 与 Ti 交 或 不 交 。 
关于 x 的 结论 类 似 可 得 。 量 
命题 (v) 若 x,yEZ*, 则 RonRO) 一 8 或 RD) 一 
RCOy), 
证 明 对 于 Vze 2Z*, 由 命题 (iy)，7T3,x 与 R(x) 的 构造 方 
法 得 知 对 任 一 77.,: ,或 者 
R(x)Cint TY,x 
或 者 R(x)fint Tr = %, 
设 yEZr, 若 RonRD) 考 8 而 R(x)Cint Tx4， 则 
RCy) 站 int T3.i 关 WB。 根据 上 面 的 讨论 RCy)Cjint T?,x。 所 以 
RCO) CR(x). 
同 理 得 RC(x)CR(y)， 于 是 R(x) 一 尽 (7)。 国 
命题 (vi) 若 x,yEZ*INf1(2*), y€E Wilx) 且 R(X) 一 
R(y) , 则 有 1 
R(f(x)) 一 RCH77)。 
证 明 由 假设 x,y EZ* ,f(x),f(y) EL*。 因为 R(x) 一 
RCy) ， 所 以 无 妨 设 *,?6T,，fs)eTi。 因 此 ， 
yEWiADNT, = W(x,T,), 
由 命题 (iii)， 
f(y) EW'(x, TICW(fx), Ti), 
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所 以 Hy) 与 f(x) 同 在 六 内 。 为 证 命题 只 需 证 明 f(x) ,f(y) 在 
同一 个 77 之 中 。 
用 反 证 法 。 设 f(x) 与 f(y) 不 在 同一 个 T7,; 之 中 。 由 假 
设 可 认为 : 
WW" ,TDNTEF $B; WTHONTL ~ $, 
由 第 一 关系 式 知 ,存在 点 
flz) EW TD 站 Ti 


由 命 村 《iii) 
FE WHF), TCHW"Cx, T,)), 
所 以 zeEW*(zx,T,). 
考虑 点 zx 一 [z,y]€ T,, 因为 
f(z) = [f(z),f(y)] eT,, 
fz) € Ws (f(y)), 
所 以 
fx) Ee Wfly), 7;). 
另 一 方面 ,由 x EW'(z,T,) 得 
f(z) EFCWz,T) CW(Fz), TO). 
所 以 及 x) € Th。 总 起 来 ， 
flz DeE WF) TON TR 
这 与 第 二 关系 式 矛 盾 。 所 以 f(x) 与 f(y) 在 同一 个 了 和 之 
中 .是 


$7.3 基 集 2, 的 构造 


设 弦 一 {Ri,"…,Rw} 是 基 集 2. 的 一 个 Markov 分 割 。 对 
此 分 割 定义 一 个 mw x m 的 转移 矩阵 4 一 4(〈 鹃 )， 其 中 元 素 为 
了 人 车 intRNf GntR;)z. 区 ， 
” WW， 反之 。 
引 理 设 x€ Ri, 1(x)€ Ri 人 一 1 则 
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HW'(x,R) EW'(fx), Rj), 
FAW*x, Ri)) EOW"CfY), R;), 
证 明 定理 7.8 的 最 后 已 证 明了 此 结论 ， 与 Markov 分 割 的 
定义 中 条 件 (2) 相 比较 ,此 结论 未 要 求 xe intRi，fCx) einc Ri 外 
命题 7.9 其 6 有 JCY 下， 三 (82JCo 胸 其 中 


R= rR R= YR 
j=1 


于 一 了 


证 明 因为 J 广 (intRi) 在 9, 中 稠 ， 所 以 


jt 


U (intR;fNfT (CintR;)) 


在 R; 中 牧 ， 于 是 对 任意 x€ R;, 存 在 j, 1 所 1 全 fw， 与 x, 1 一 
1,2,---、， 使 得 
xa€int RNfT int R})) 且 Olimxr, = xX, 
即 引 理 中 的 条 件 x € Ri,f(x)€ Ri 与 Aii 一 1 都 满足 所 以 下 面 
的 关系 式 焉 立 
HW’(x, ROW*(Cf), R;). 
如 果 fx) &9 统 ， 则 f(x) 0'R;， 
f(r) € intW "(f(x), R;). 
由 上 述 关 系 式 得 
flx) € intf(W*(x, Ri)) = HintW "(x, Ri)), 
所 以 rE€ intW*(x,R;), 即 有 x&OR;。 从 而 x&9' 弦 . 这 就 证 明了 
Ko' FR) CR. 
另 一 关系 式 可 以 类 似 地 证 明 。 最 
引 理 1 设 集合 DC 了 材 5(n28,，cCcC3Gn2.， 则 扼 形 
[C,D] = {[c,dllce C,deD} 
是 正规 的 当 且 仅 当 C,D 是 正规 的 , 即 D 一 intD, C 一 intC. 其 
中 int D,int C 是 指 D,C 作为 W(x) 站 0,,W3(x) 们 9 的 子 
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集 的 内 部 ， 
证 明 人 先 来 验证 
int[C ,Dj = [int C ,int D1, 
设 [c,d]€ [intC,intD]， 凤 ceintC，de ind D, 于 是 存在 C 与 
上 分 别 是 c,d 在 C, D 中 的 令 域 ， 从 而 [C, D1 是 [cy, 4] 在 
[C,D] 中 的 邻 域 , 即 [c,dl€ int [C,D1]， 所 以 有 
[intC ,int DCint[C,D]. 
反之 , 设 [c,dj€inttC,D], 于 是 [c, dj€E[C,Dlj,c€EC,d€D. 
若 c&intC， 即 在 < 的 任意 邻近 有 ce EW5(x) 站 8,, ec &C. 
从 而 在 [c,dl 的 任意 邻近 ， 有 点 [c ,dg[C,D],B [ce,dl 
int[C , 忆 ]， 矛 盾 ，。 所 以 ceintC。 同 理 de intD。 也 就 是 有 
int [C,D]ClLintC,intD], 
设 C,D 都 正规 ,于 是 
[C,D] = [int€,intD] = lintC ,int D], 
其 中 后 一 等 号 成 立 是 因为 [，,*] 是 同 胚 。 再 由 上 面 验 证 所 得 的 等 
式 , 就 有 
[c,D] = int TC,D], 
则 [C,D] 正规 . 
反之 , 若 [C,D1 正规 , 则 有 
[C,D] ~ Iint[C, D] = [intC,intD], 
因为 对 任意 C ,万 
CEWiCW)NG,, Decws(x)N 9, 
有 
[IC , 方 ],z] = 0, [x, [C,H]] ~ 方 。 
所 以 C= intC, DintD. 
定义 设 R,5S 是 两 个 抢 形 , 称 5 为 RR 的 w- 子 矩形 ,如 果 
(a) 5 闫 HB，SCR, 5 是 正规 的 ; 
(bp) 当 ?ES 时 W*(y,5) 一 W"(y,R)》( 见 图 7.7), 
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WY 


一 


图 7.7 


引 理 2 设 $ 是 Ri 的 w- 子 矩形 ，4;; 一 1， 则 f(S)N Ri 为 
Ri 的 w- 子 矩形 . 

证 明 因 4;==1, 故 存在 x€ RNTR;), 即 x€ R,,f(x)€ 
Ri 令 D=W'(x, RiD)nS， 因 为 3 是 有 Ri 的 zr 子 和 矩形， 所 以 
DD 天 WB ( 见 加 7.8)。 并 且 对 Vx ED, 有 DD 一 W(x,$)。 令 
C=W"《x,S), 由 $2 的 引 理 2,5 一 [C,D]。 应 用 引 理 1, 由 5 正 
规 得 D = intD. 

显然 

S= [jw"y,s). 


注意 是 R; 的 4- 子 矩形 与 5 一 [C,D]， 所 以 有 
Ss= UU wy, RD)— UU WCG,R). 


从 而 得 到 KS)n Ri 的 表示 式 : 
1(S)n Ri 一 LU GOW*Cy, RNR). 


注意 YE D 时 ， 
fy) EIDCHW'x, RCWIx), Ri)CRis 
所 以 
HAW*(y, ROW , Ri), 
于 是 | 
HW*(Cy, RNR; = WCf(y), Rj;), 
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将 以 上 关系 式 代 人 上 面 KKS)mn Ri 的 表示 式 中 , 立刻 得 到 Kmn 
Ri 的 表示 式 ; 


大 3S7 站 Ri 一 W*(1W,R = UU wy RD。 (1) 


不 难 检验 
W*(¥ ,Ri) ™ [W*(f(%), Ri),fCD)], 


“ 汪 " 是 显然 的 ; 反 过 来 , 取 EW*Cy ,Rj),yY EfCD)( 见 图 7.8), 


Ri 


令 > 一 [7 ,f(x)]， 则 
=[yY ,y= [zz,y], 
而 ze W*(f(x),Ri),，y & f(D)， 所 以 
y” € [IW*(f(%),R;), HD)]. 


即 “C" 也 成 立 。 
于 是 我 们 得 到 KS) 八 Ri 的 表示 式 : 


ASINR; = [Wf(x), R;), HD)], (2) 

下 面 应 用 表示 式 (1) 与 (2) 按 定义 来 检验 人 5) 作 Rj 是 Rj 的 
w- 子 矩形 ， 

因为 KD)CW'Cf(x),Ri;),，1CD》 非 空 ， 由 (2),f 人 (5) 丫 R; 是 
非 空 矩形 。 又 显然 KS)In RiCRi。 因 为 也 一 intD， 所 以 

f(D) = int f(D), 
即 KD) 正规 。 同 时 ,Ri 正规 ， 
Ri 一 [WCG Ri), Hz) RiD]， 
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由 引 理 1 知 W*(f(x),Ri) 正规 。 百 应 用 引 理 1， 由 (2) 式 知 
帮 S)nRi 正规 。 总 之 ,定义 中 条 件 (a) 成 立 。 
为 检验 条 件 (b) , 取 )eXS)n Ri， 来 证 
Wy ,fMRI) = Wy” ,Ri)。 
显然 只 需 证 “了 ”。 由 表示 式 (1), 存 在 y Ef1D), 使 yeEwr*(y， 
R;)。 于 是 
W*(y ,Ri;) = Wy, R;)CISIN ER;, 
即 
Wy” ,HSON ROW CY ,R;) 
成 立 , 
定义 “一 个 集合 称 为 是 剩余 集 ， 如 果 它 可 以 表 为 可 数 个 稠密 
开 集 之 交集 ,或 它 的 余 集 可 表 为 可 数 个 蕉 闭 集 的 并 , 
定理 7.10 对 于 每 一 个 a 一 {a;}*。€ 34 《矩阵 4 如 53 开始 
时 所 述 ), 和 集合 
， Kla)= 门 广 (RD) 


1t2Z 
恰 包 含 9, 中 的 一 个 点 , 记 作 xCe)， 且 映射 x:34 一 9， 连续 , 满 
映 , 在 4 上 有 关系 式 
xog = fx 
而 且 限 制 x 的 像 在 剩余 集 
Y= 0,\ U (9%UYR) 


Fe 
上 是 单一 的 。 
证 明 对 任意 4 一 {oi}>。€ 3 了 4, 有 
dom 一 1 对 Vié 2. 
取 R.， 显 然 它 是 它 自己 的 w- 子 矩形 。 由 引 理 2,，f(R) 站 
R,, 是 R。, 的 x- 子 和 矩形。 归纳 可 得 


NN i(R,) 


f= 


» 192. 


是 R。。 的 ww- 子 和 矩形, 从 而 它 非 空 正 规 。 
令 和 矩形 


Ka) = (NiCR,). 
显然 
KCa) = fr NTCR, ,0). 


由 前 面 的 讨论 知 天 .(e) 是 非 空 . 正 规矩 形 。 再 注意 ,对 Vn€ 2 ， 
KC(ae) OK nla), 所 以 


KCD = NFR) = ) Kl) 9. 


ieZ n=1 
如 果 点 x,yE KC(a)， 则 对 Vi€E Z，fi(x) 与 fi(y)€ R。， 而 
R。 的 直径 <29， 由 了 的 可 扩 性 ,得 到 x 一 y。 总 之 ,集合 K(g) 
恰 包 含 0, 中 一 个 点 ， 
记 KCga)〉 中 的 唯一 一 点 为 x(a), 得 到 映射 x:34 悦 8,。 以 
下 逐条 检验 定理 中 所 述 < 之 性 质 。 
关系 式 ro 一 joz 或 立 ,因为 
KCo(a) = 人 广 (R。) 一 jK(Co)， 
iéZ 
x 有 连续 性 、 因 为 若 不 然 , 存 在 5 > 0，4a，, a*€ 34， 使 得 当 
上 志和 时 ， a; 一 中 而 
d(x(a), x(a*)) > 6., 
记 r(e) 一 *+，x(《a*) 一 xw。 无 妨 设 xxw 一 y， 于 是 
d(x,y) 之 6，X 天 )。 
另 一 方面 ,对 Vi li 委 N， f'(2) ,f(xw) € R,;, 即 有 
d(Cfi(x) f(xn)) < 26。 


令 N-> co 得 到 
dfilx) f(y)) S28, 对 Vi€E2Z 
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成 立 . 内 关于 @, 可 扩 ,以 上 珊 方 面 结果 矛 丑 ， 

下 面 来 证 ,对 任 一 个 x€ Y,x 对 * 的 原 像 存在 、 唯 一 。 国 定 
4， 对 Vi€ 尼 ， 取 ai 使 f(x)€ R。， 因 为 x€EY, 所 以 fi(w)€ 
int R。,。 于 是 4 一 1， 对 Vi6 QZ 所 以 

4 {0a:} 2 € py nr(a) = x, 

如 果 还 有 8 E34 使 zx( 约 一 zecY， 则 对 Vi 人 2,f'(x) € intR,,， 
由 Markov 分 割 的 性 质 (1)，a; = 5;， 即 有 4 一 上 。 所 以 限制 
的 像 在 Y 上 是 单一 的 。 由 于 统 U6* 避 是 0, 中 玖 、 闭 集 ,Y 是 
璋 余 集 ， 

x 是 满 映 的 这 是 因为 YCx(3 4),Y 在 9, 中 稠 ,又 7 连续 ， 
4 紧 \ 闭 ,所 以 <(24) = 二 2. 

注 : 由 证 明 可 见 ,在 集合 以 CBUa* 忆 ) 上 ,的 原 像 可 
能 不 唯一 ， 

命题 7.11 若 c:2 4 一 34 拓扑 混合 , 则 f:8, 一 9, 也 拓扑 
混合 . 

证 明 令 U,y 是 9, 中 非 空 开 集 , 因 为 映射 = 满 映 .连续 ,所 
以 U,V 在 x 下 的 原 像 上 ,这 是 24 中 的 非 空 开 集 。 若 :34 一 
>4 拓扑 混合 , 则 存在 入 ,使 得 当 之 N 时 ， 

o"(DU)NP 关 人 0。 


显然 
aor(DINP) 关东 。 
因为 
zxCo"(DNV CACo" ON rT), 
所 以 


x(o"(D))NAV) 9. 
不 难 由 在 34 上 xoo 一 fox 得 
xr0" 一 fo yy 
所 以 FUNVz 8, 
即 f.0, 一 0, 是 拓扑 混合 的 . 上 
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第 八 章 ”公理 A 微分 局 胚 的 2 稳定 性 
$ 8.1 双 曲 不 变 集 的 局 部 稳定 性 


定义 设 4 是 上 的 不 变 集 ，U4 是 4 的 邻 域 , 称 A 在 U0 中 最 
大 ,如 果 


4 一 NN f"CUs). 

由 定理 7.6， 公 理 A 微 分 同 昧 的 44f) 在 其 集 本 令 域 中 
最 大 . 

定理 8.1 〈 双 曲 不 变 集 的 局 部 稳定 性 ) 设 jE Diff*(M) 是 
公理 A 微 分 同 瞧 ,4 是 了 的 紧 双 曲 不 变 集 ， 有 局 部 乘积 结构 , 则 存 
在 4 在 对 中 的 邻 域 加 及 在 Diff(M) 中 的 邻 域 . 少 ,， 使 对 
Vg & 信 ,8 有 紧 双 曲 不 变 集 4*, 有 局 部 乘积 结构 ， 在 V4 中 最 大 ， 
且 存 在 同 皮 po:4 一 4A。 使 以 下 交换 图 表 成 立 ， 


4 一 一 4 


4 一 一 > 
证 明 ”类 似 于 在 定理 6.2〔( 双 曲 不 变 集 的 局 部 稳定 流 形 定理 ) 
中 对 微分 同 卡 f 考虑 4A 集 上 有 界 ( 连 续 ) 截 面 空 间 CCo) 中 的 
映射 
Pp:CA6)—> Cs (Cod)— C0), 
我 们 对 f 邻近 的 8 考虑 连续 截面 空间 Ce 中 的 映射 
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H,:CA(5)— Co 
对 Vp€ C65)， 规定 Hi(p) 对 Vx EA, 使 
Hi(p)x = expr'ogoexp-i.n pf (xz))。 
定理 6.2 中 已 证 ,Hi 以 零 截面 为 双 曲 不 动 点 , 由 8 在 C: 意义 
下 接近 了 得 到 有 H, 在 C! 意义 下 接近 Hj, 所 以 存在 ff 在 Diff"(M) 
中 的 邻 域 .人 ,与 充分 小 的 常数 r>0，zY 二 8 又 <a 《常数 
gypay ac 有 以 下 关系 : 8 天 了 关于 4 的 可 扩 常 数 < 了 在 4 上 局 
澡 稳 定 流 形 的 尺度 ; 8 和 s; 而 “与 rc 使 4 的 c 邻 域 
U(A)= {x€éE MId(x,A) oo} 
中 的 a- 伪 轨 可 以 被 A 中 的 点 所 8- 跟 除 ), 使 得 对 Vg € A,, Hs 有 
双 曲 不 动 点 po， jlpsj 二 ft。 因为 Hs(ps) 一 po， 所 以 对 Vg€ 
-xcE4， 有 
or(x) 一 expz!ogoexps-ii pe f (x)). 
我 们 定义 4 上 的 映射 pslx) 三 expsps (x)， 就 得 到 ,对 Vege 
Ni, reEh, 


pz(xz) = gopalf (7)), 
即 有 
eof = op. 
由 于 ||p,ll 二 7T, 所 以 对 Yze4， 
d(pelx) ,x*) 一 |pslx)| < 7. 
我 们 取 A 的 邻 域 U。 如 下 : 
Us— {yéE Mldy,A) <7T} = UA). 
显然 对 Vg € .rr， 
4 = pACU,. 
因为 p,€ Cs,， 所 以 gs 是 A 上 的 连续 映射 。 下 面 检验 ps 是 
单 的 ， 若 有 x,y EA， 使 pi(z) 一 be) ， 则 对 Vn€ 2， 
pef" x) = ger) = pply) 一 pef" (ly). 
因为 对 Vx€E A， dCqpelx),*) 二 T， 所 以 对 yeQ 
d(f"(x) ,f(y)) < 27, 
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因 2z 过 了 关于 44 的 可 扩 常 数 ,所 以 x 一 y， 即 py 是 单 的 。 
因为 ps 连续 ， 单 ，A 是 紧 集 ， 所 以 pr 是 A 到 其 像 烷 hs 皇 
ps(A) 上 的 同 胚 。 显 然 4。 是 8 的 不 变 集 ， 
定理 6.2 中 由 2 一 0 是 跨 射 的 双 曲 不 动 点 得 到 在 不 变 
集 A 上 有 局 部 稳定 流 形 与 局 部 不 稳定 流 形 ,类 似 地 ， 由 ps 蚌 映 嘲 
Hs 的 双手 不 动 点 也 可 得 到 8 在 不 变 集 4。 上 有 局 部 稳定 流 形 与 
不 稳定 流 形 。 并且 , 当 ge .Jr 时 ， 其 局 部 稳定 流 形 与 不 稳定 流 
形 的 尺度 一 致 地 > 26， 又 每 一 点 对 此 尺度 的 稳定 流 形 与 不 稳定 
流 形 只 交 于 该 点 。 进 而 肯定 4。 是 8 的 双 曲 不 变 集 的 严格 证 明 从 
咯 ( 见 15] )。 
下 面 证 明 A。 有 局 部 乘积 结构 。 
因为 4, 是 & 的 紧 双 曲 不 变 集 , 由 命题 6.4， 对 充分 小 的 s > 
0，356 ec(0,s ), 使 得 , 当 x ,yy € Ap, d(x ,y) 二 5 时 ， 
WiCx NWECY') 
是 村 中 唯一 一 点 w。 为 证 4A。 有 局 部 乘积 结构 只 需 证 we 4h，. 
以 *, ?表示 x ,y 在 ps 下 的 原 像 , 即 
好 一 pe(z)，》 一 pr(y)。 
因为 qs 在 4 上 一 致 连续 ，4 有 局 部 乘积 结构 ， 所 以 对 上 述 
8” 之 0， 习 充分 小 的 se>0, 使 当 x,y€4, d(x,y) 二 s 时 ， 
d(x Jy ) Ee, 
并 且 , 存 在 5e(0,s) 使 当 x,ye A, d(x,y) 二 6 时 ， 
[xz,y] 一 WN WG) 一 ze h. 
无 妨 认 为 ,上 面 提 到 的 8 使 得 当 d(x ,y)<8 时 ， d(x,y) 志 
6， 否则 再 缩小 之 。 
总 之 , 当 ,yy EhAs, d(x ,y) 达 8 时 ,有 
x yE A, dr,y) < 56. 


z 一 Wi(x)N\W:(y)€ 4， 
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dCf*(z),f"(x)) Te, n> 0; 
dCf"(z) ,f(y)) < ned. 
干 是 
d(ef"(z), pef"(x)) Le, 7n20; 
d(gef*(z),pef"(y) < un 0 
令 z 一 pe(z)， 就 有 
d(g"(z )e(x)) Te, Mn 0; 
dCg"(z’),g(y)) Te ne0, 
从 而 有 
2 EW Cr NWEY), 
注意 ge 过 5 时 ，W2《x)N Ws《y ) 是 唯一 一 点 ww， 所 以 
W—= 2 — pols) EE Ag, 
即 4 有 局 部 乘积 结构 。 
最 后 来 证 4, 在 74 中 最 大 。 
因为 AsCUs4，hs 是 8 的 不 变 集 ,所 以 对 Yn& 2， 
AsCeg" (Us), 


从 而 


AisC 全 SCUA)。 
n€Z 


取 .HCAHN ,使 得 对 Yge HN, 
sup d(Cf(x) ,g(x)) = oo, 


于 是 ,对 任意 ye 门 "04), 有 {8*y)}2woCU4 是 Us 二 U4) 
BE 
中 了 的 ga- 伪 轨 。 因 为 + 二 ro， 所 以 有 唯一 一 点 x*E 4，x 点 8- 跟 
踪 {2”(y)}>,, 即 对 vn€Z, 
dCf"(Cx) ,gy)) < 8. 
另 一 方面 ,对 Yn《 22， 


df x) gC Pe))) = df x) pef’ (x)) < 7, 
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含 起 来 就 得 到 ; 对 Vne 之 ， 
dg (8 et))) < 十 一 28， 
因为 8E .人 少 ， 所 以 gE .NHN1， 从 而 8 在 A 上 每 一 点 的 2 局 部 
稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 只 交 于 该 点 。 于 是 ， 由 
y€ Wisx pel))N Wi pelx)) 
得 知 7 一 gs(x)， 所 以 y& 4s， 即 


(UC Ag. 


总 之 , ho 一 门 ?CD00), 即 4 在 Vi 中 最 大 . 
n€2 


$8.2 公理 A 微分 回 蚂 的 2 稳定 性 


定义 称 feDiff(M) 是 2 稳定 的 如 果 存在 了 在 Diff 
CM) 中 的 邻 域 AYA, 了 的 非 游荡 点 集 82(f) 在 M 中 的 邻 域 了 使 
当 gE NH 时 ,8 的 非 游荡 点 集 0C8)CU, 且 有 同 且 we QH 一 
8Q(8), 使 以 下 关系 式 成 立 ， 


(1 -~ a) 


Fe |y, 


1 
QO(g)—->0Q(8) 


显然 公理 A 微分 同 胚 了 的 非 游荡 点 集 0(f) 满足 定理 8.1 中 
的 集合 4 的 一 切 条 件 ， 此 时 根据 定理 8.1 得 到 的 集合 4A。 有 性 质 : 
4sCQ@(g)， 这 是 因为 
As = pe QC (DO) 一 CPP)CECSDICOCE)， 
如 果 还 有 关系 式 : 288 六 V4， 则 由 Qlg) 是 8 的 不 变 集 与 
4 在 U。 中 最 大 就 得 到 QCg)C 4 从 而 0(8) 一 hi。 
但 是 ,一 般 说 来 ， 未 必 有 Q(z)CUs。 下 面 举 一 个 简单 的 倒 
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子 . 

例 1 M 是 二 维 球面 ， 公 理 A 微 分 同 且 f:M~>M 如 图 8.1 
(a) 所 示 , 点 4 与 了 是 源 ; C ,了 是 汇 ; P ,9 是 鞍点 。 
QO(f)= P(f)= {4,B,C,D,P ,0}. 

扰动 后 的 系统 8 有 根 应 的 源 4 ,8B'; 汇 _C',D'; 鞍 点 P',8 《 见 图 


6, 1Cb)). 
(Cb) 


图 8.1 

此 外 ,还 可 能 出 现 WP') 与 W《0 ) 横 截 祖 交 于 点 EW*0') 
与 WP') 横 截 相交 于 点 的 情况 。 由 雾 状 引 理 ,点 与 部 是 
8 的 非 游 荡 点 ， 同 理 , 对 VRE 人 Z，ge*《E)，g*(F) 也 都 是 8 的 非 
游荡 点 。 也 就 是 说 , 8 的 非 游 荡 点 集 9(8) 冲 出 了 8( 有 ) 的 邻 域 
7， 发 生 了 “9 爆炸 ”现象 

由 此 看 来 ,要 得 到 0 上 稳定 性 ,必需 对 公理 A 微分 同 胚 了 再 加 条 
件 ， 

定义 设 4 一 1 ……A) 是 微分 同 胚 了 的 一 组 两 两 不 交 
的 紧 不 变 集 , 称 其 中 4, 与 A; 有 关系 “A; 尺 4” ,如 果 

CW AANADNIWANA) FB, 

若 在 Ai(i 一 1,"…,) 之 中 不 存在 两 两 不 同 的 hi,，,…… ,Ai,(r 之 
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(Ca) 


1)， 使 得 
AnX<A, < <h XA 

成 立 , 则 称 Ai(i 一 1,………,X) (对 关系 “<”) 无 环 。 

显然 例 1 中 了 的 紧 、 不 变 集 4,B,C,，D,，P，Q 对 关系 * 人 ”不 
是 无 环 的 ,因为 有 

0<P<O. 

例 2 M 是 二 维 球面 ，f: M 一 M 如 图 8.2 所 示 。 A,B,C， 
D,P,@ 是 上 的 一 组 紧 不 变 集 。 它们 之 间 对 于 “<” 的 全 部 关系 如 
下 : 


A 
C 
D 
B 
图 8.2 
P ,4 P ,4 
C ; DA <X’; 
<o~<sp; < pi 
4 
cx DX . 
B B 


所 以 , 4,8,C,D,P ,8 对 关系 “<” 是 无 环 的 。 

命题 8.2 设 人 是 紧 Riemann 流 形 ，f:M 一 人 是 微分 同 
厌 , A 是 f 的 紧 不 变 集 , 且 LCf)CAh, 又 4 一 A1U*…* UAhis 其 中 
Ai(i 1 ) 是 互 不 相交 的 紧 , 闭 不 变 集 , 则 
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不 上 
M 一 U 了 (4 一 U Wh;), 


且 “ 并 "中 各 集 互 不 相交 ,其 中 
WA) = {rE MId(f"(x),Ai)—>0, 3 -十 co 
WA)= {rx€ MIad(f "(x),A;)—> 0, nn— +00}. 
证 明 命题 6.8 是 此 命题 的 特殊 情况 ,但 是 命题 6.8 的 证 明 这 
里 可 以 通过 ,所 以 不 再 重复 .时 
注 1; 由 定义 ,显然 有 ACW'(4;),，A:CW*(A;)， 对 Vi 一 
…,%X。 根 据 命题 8.2, 立 刻 得 到 : 当 i 到 1 了 时 ， 
WA)NAi== $$, WA)NA;— $. 
从 而 ,A;(i=1,*…*, 交 ) 无 环 的 条 件 也 可 以 分 别 对 > 一 1 与 r>1 
氢 述 为 以 下 两 个 条 件 : 
(1) 对 VAi, i 1,-.… ,有 
WA)DNW*A) = 4 
(2) 不 存在 两 两 不 同 的 mh sin《r 之 1), 使 对 Vi 一 1 
ry 
WAINW(Ain) 8, 
其 中 | 一 1 
注 2: 如 果 的 一 组 两 两 不 交 的 紧 不 变 集 4 人 一 1，……， 7) 
对 “<” 无 环 ,我 们 考虑 一 切 两 端 不 能 再 继续 的 排列 ; 
XAXAr < < 
此 种 排列 的 种 类 有 限 ; 每 一 列 中 最 多 有 个， 因为 否则 与 无 环 矛 
盾 .。 
若 4 是 某 一 列 中 最 前 一 个 * 则 
WANA = 8 Wh) = hi, 
因为 否则 ,由 命题 8.2 与 无 环 性 ,存在 《 关 i 使 得 
[WCANAINWCA) 8. 
因为 WAD)NN 如 一 区 所 以 
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[WCANINIWCANA] ¥ 5, 
即 有 
全 < 
这 与 4 是 最 前 一 个 矛盾 ， 
司 理 ,着 hi; 是 其 一 列 中 最 后 一 个 , 则 
BA 入 4 一 人 即 Wh) = Aj, 
取 每 一 列 中 最 前 一 个 给 成 第 一 组 , 记 其 并 集 为 4 
取 每 列 第 二 个 且 其 不 在 后 面 再 出 现 者 组 成 第 二 组 ， 记 其 并 集 
为 bs 
如 此 继续 ,得 到 A;(i 一 1,*… ,) 的 一 个 再 组 合 如, 人， 
页 ( 委 驰 。 显 然 A(j 一 1,…*,/) 亦 是 互 不 相交 的 紧 不 变 集 , 旦 
有 全 序 
XX < 
对 于 例 2 中 的 Ai(i 二 1, …, 6) 可 以 按 以 上 方法 再 组 合 为 
CUD, PUOQ 与 4UB， 有 全 序 
(CUD)<CPUQ)<(AUB). 
定义 ” 设 f 为 公理 A 微分 同 胚 , 称 了 满足 无 环 条 件 (或 说 了 有 
无 环 性 ), 如果 f 的 基 集 Qi(i 一 1,…… ,+r) 对 关系 “<<” 无 环 。 
引 理 ” 设 是 公理 A 微分 同 胚 ， 
Qa(f) = UUAi, 
其 中 A;(i 一 1 … 汰 )》 是 互 不 相交 的 紧 不 变 集 ,有 序 
< 友 <- < 
则 对 Yi, i 二 1 ,有 以 下 诸 结论 : 


(a) 天 一 LU 玉 %4) 是 了 的 阔 不 变 集 ; 
(b) WA;) 是 天 的 开 邻 域 ; 
7 < 


(c) 存在 Ki 的 紧邻 域 9; 己 UV 使 有 一 有关 0D7; 
jei 术 交 溃 
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《d) 存在 ;的 紧邻 域 VCintQi, 使 f(V,)Cinty,; 
(e) 记 Mo 一 %,， Mi 一 U Vv; (i=1,.……,K) (Mi=M:!), 
有 了 < 


全 Ff"CMi\intM_) 一 /i。 


证 明 (a) 显然 K; 是 了 的 不 变 集 。 为 证 K; 是 闭 集 , 我 们 来 
证 
KCKi— (WA;), 


设 # 是 使 Ki 站 WA,) 关东 的 最 大 序号 ， 只 须 证 明 wn 祈 计 
车 不 然 , 见 存在 点 p EKiNW*《A4,), 且 w > i。 因 为 K; 也 是 的 
不 变 集 ,于 是 绢 的 “极限 集 wsCKiN 4,, 所 以 存在 点 x€ KK, 站 4,. 
取 4, 的 充分 小 的 邻 域 U( 与 4As 关 w) 的 邻 域 0, 萌 不 交 ), 存在 序 
列 zi(j 一 1 2,…), zy EKNU, x 一 x 当 了 一 十 oo。 因为 
xie K;， 所 以 涩 的 “极限 集 S 人 ,而 # 之 i 所 以 对 每 一 j, 存 
在 最 小 正 整 数 N; 使 FNCx))&U。 设 9 是 {FMCxi)} CK 的 极 
限 点 ,当然 ge Ki。 因 为 U 是 开 集 ， 所 以 gq&UVU。 再 由 Nj 的 取 法 
知 ,对 Ym 二 0， 点 集 {f"Ni(x))}j CU， 所 以 ，f"g)e U0。 从 而 
9 EWK《A,)。 总 之 ;点 gEW《A,)\A,. 
另 一 方面 , 由 命题 8.2 知 ， 存 在 了 使 EW*4)。 因 4 一 
1，…-… 关 )》 有 序 , 所 以 ;> wz。 又 上 面 已 证 96 六, 总 起 来 ,有 
gq € KN W*(A;), 
其 中 j > s。 这 与 za 是 KN W*《4,) 关 8 的 最 大 序号 矛盾 ，。(a) 
得 证 。 
《b》 考 虑 微分 同 胚 人 六。 有 
9(f ') = 0). 
ACi ee 1) 也 是 扩 的 闭 不 变 集 , 且 


”204， 


OF) = AU Uh. 
但 对 每 一 4;, 相 应 于 入 的 HA) 与 W《h;) 正 是 相应 于 了 的 
WW《h) 与 WA 人); 又 h(i 一 1,…，#) 对 三 的 序 与 对 的 
序 相 反 。 对 微分 同 胚 六 用 结论 (a) 就 得 到 【J (4) 是 闭 


集 ， 由 命题 8.2， U Wh;) 是 开 集 。 


由 A 的 序 与 命题 8.2 可 得 KiC WW 为 )，(b) 得 证 。 


i<i 
(c) 设 CiC U W《4;) 为 K; 的 任 一 个 紧邻 域 ( 即 天 ;C 
int0;)， 显 然 , K;C 门 f"(0;)， 为 证 反 的 包含 关系 ,考虑 Yxe 
门 PC 有 广 *(z)eg0 (4 一 0,1,.…)。 因 为 当 ww>ii 时 


on 人 一， 由 命题 8.2, 必 有 ni 使 YE WA,), BI xé 
K,, 
总 之 ,天 一 们 f"(81).。(c》 得 证 。 
n>0 
(d) 对 Vre Zt, 令 
A, = QMNICONN: :NFO0D). 
因 KiCintQis 所 以 天 Cint4d,。 又 由 Co) 知 lim4, 一 Ki 
取 U= (0;)N 站 0;, 由 Ki;CintQ; 得 Ki:CintU, 即 U0 是 
KK; 的 紧邻 域 。 因为 M\ntU 紧 , 所 以 存在 ,EZt 使 4C 
int VU。 从 而 


fA,) EI UI ECO. 
进而 由 4,, 定义 得 知 1(4,,)C4,。 由 此 关系 式 得 到 


14,)= NFA) (FAQ) ~ 4,, 
所 以 存在 we Zr ,使 
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1"(A,)Cint 4,. 
总 之 ，3arte Q+ 使 4,, 有 以 下 性 质 (1),(2),(3): 
(1) KCint A, CA, Cint O;; 
《2) fA)EA,; 
(3) fr(4i)Cint 4,,， 对 某 个 meZ+。 
如 果 2 一 1, 则 取 4,, 为 所 求 之 V; 即 可 . 
如 果 # 1， 由 性 质 (1) 与 (3), 可 选 紧 集 "使 满足 ; 
4,CintoCoC 广 "int4nintoi。 
从 而 有 
frCo)Cint4， 与 wCint9i。 
令 卫 一 4 ULIf Ko)nol， 检验 EB 有 以 下 性 质 (1'), (2')， 
《3 7): 
(1 KiCint ECECInt Oi 
(2') {(E)CE; 
(G3) fIDJCint E. 
首先 ,由 (1) 知 KiCint 4,,, 由 的 定义 知 4,,CE ,所 以 KiC 
int BE。 又 由 (1) 知 4,,Cint 8;， 再 由 % 的 取 法 w 过 int 8; 得 到 
E= A,VU[lf" (wo)N wlCint Oi, 
总 之 (1 成立。 
其 次 ,由 的 定义 有 
1(E)= 1 4,DUfLf" 0)NN w]CfA) Uf). 
由 (2) 与 w 的 性 质 f"(w)Cint4,., 立刻 有 
f(E)CA,. 
注意 4,,CE, 所 以 性 质 (2') 成 立 . 
最 后 ,由 ww 的 性 质 有 
fd4)CP (intw) = intf” (wo), 
由 (2) 与 的 性 质 有 
fd4 DJC4Cintoy 


合 起 来 ,得 到 
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fAA)Cinttf (wo) No), 
应 用 w 的 性 质 有 
fw NoICf (fo Cf (intA, ), 
再 由 (2) 得 到 : 
ff (wo N wint A 
综合 以 上 结果 ,由 的 定义 就 得 到 : 
f* (ECint E, | 
即 性 质 (3') 成 立 。 
车 # 一 1 一 1, 则 取 E 为 所 求 之 V; 即 可 。 
若 2 一 上 > 1， 则 以 代替 上 面 讨论 中 的 4,,、 类 似 地 得 到 
E,。 如 此 递 推 使 # 每 次 减 1, 有 限 步 之 后 就 得 到 紧 集 V ;满足 : 
KCintV;:CV,Cint 0; 与 f(V,)CintV,, 
(qd) 得 证 。 
(e) 由 以 上 诸 结 论 得 到 以 下 关东 : 
UW" CADCintMCMC UY Wh), 
了 二 1 
于 是 ,由 命题 8.2 立刻 得 到 ， 
MN( U 4)-—% 


j2i1+1 


(MNint MON( U = 5. 


了 < 


若 x€ 门 MINintM), 则 


f"°Cx)C MANint Mi 
对 Yn€ ZZ 成立， 于是, 当 wn 一 十 0 或 zn 一 一 0 时 ,f(x 一 
A;， 即 

xEW AIN WA) 
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内 为 AxAh, ;所 以 
W ANW"CAh) 一 省 
也 就 是 有 x € A 和 A， 即 


NN f"CMi\Nint MDCA。 


反 过 来 的 包含 关系 “ 汪 ” 显 然 成 立 ， 因 为 对 ve 2， 
f"CMNint Mi ) hh,. 
(e) 得 证 . 目 
定义 ”如果 Mi(i 一 90,1,-…,) 是 流 形 M 的 一 族 带 光滑 边 
子 流 形 ,满足 
(1) Mo~= SCMC::CMIiACMi= M; 
(2) KMDCint Mi 全 一 1)， 
则 称 {MM;，(i 一 0,1,*…*,%)} 是 微分 同年 了 的 一 个 过 滤 子 ， 
例 引 理 (e) 中 定义 的 {Mi} 是 f 的 一 个 过 滤 子 。 
定理 8.3 (0 稳定 性 ) 设 fe Diff"(M) 是 公理 A 微分 同 
凸 , 又 满足 无 环 条 件 , 则 f 是 9 稳定 的 。 
证 明 因 f 无 环 ， 所 以 其 基 集 Qi -= 1, ,5) 可 以 组 合 . 
为 gf 一 1 ,六 ) 排 成 全 序 ， 即 有 
QCh 门 一 QIU…UGA 
QI<O< <Oi。 
因 9; 满足 引 理 中 4; 的 一 切 条 件 , 所 以 取 81 为 4; 有 引 理 的 一 切 
结论 ， 
对 与 9 一 1) 应 用 定理 8.1, 则 存在 8 的 小 邻 域 
Vi，f 的 邻 域 . 信 , 使 当 ge . 信 时 ,有 同 肚 wy: 8 一 人 好，4 好 是 
& 的 紧 双 曲 不 变 集 , 且 在 0; 中 最 大 。 


t 
以 QCg) 表示 & 的 非 游荡 点 集 ,不 难看 出 【让 CQ8(g). 分 


解 Q(g) 为 《部 分 ,第 i 部 分 
OF mm OQ(g)N CM Nint Mi.,) (i 1) 
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与 


如 采 证 得 0f 是 8 的 不 变 集 是 29CU (imw 1,.…,:), 则 由 
好 在 Ui 中 最 大 就 得 到 98C4?， 从 而 


U A = QO(g). 


于 是 定理 得 证 ， 
因为 0; 是 81 的 邻 域 ,所 以 M\U; 是 紧 集 , 由 引 理 (e) 


站 f"(Mi\intMi_1) =— OQ!, 


所 以 存在 NEQ 使 


门 PMANint MDCD 人 一 1 人)。 


n=—N 


又 由 引 理 知 
HM)CintM; (i= 1,.. ,4), 


Ui，int Mi; 开 , 故 存在 了 的 充分 小 邻 域 人 CC. 信 , 使 对 Y8geE .人 ， 
7 一 1 人 ， 有 

gCM;)Cint Mi (1) 
与 


内 grCM int Mi) EU (2) 


由 (1) 式 知 {Mi (i 一 0,"… ,有 )} 也 是 4 的 一 个 过 滤 子 。 演 目 
Vr€ QF — QC(g)NCMNInt Mi 1), 
显然 ,对 Yn€ Z，g"(x) 6 8(g)， 由 非 游 荡 点 定义 与 {Mi 是 8 的 
过 滤 子 得 知 , 对 Vn& 人 2， 
g" (x) € Mi\int M;_1, 
于 g(x)€ 0f, 9f 是 8 的 不 变 集 。 于 是 
* 309 » 


N 
ofc 门 (MNintMi) (一 1 


由 (2) 式 知 
QfcU; G = 1 7)。 


这 就 证 明了 上 的 2 稳定 性 . 蜂 
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